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Integrali immediati
o [z%dr = ma+ +c,dovea# —lex>0seadZ.
o [Ldz =log|z| +¢, conx#0.

° feg”dx = e* +¢.

e [coszdr = sinz +c.

o [sinzdr = —cosz +c.
& = tanz +c,conz # L +kr, ke L
dz_ _
S5 = —cotanx +¢, con x # km, k € Z.

e [coshzdr = sinhz +c.

e [sinhzdr = coshz +c.

dzx _ :
. f\/@ = arcsinx +c¢, con —1 < z < 1.

° f1+z2 = arctanz + c.

= settsinhx + ¢ =log(x + Va2 +1) +

o [ A= =
\/d—l = settcoshx +c =log(zx + V2?2 —1) + ¢, con z > 1.

Metodi di integrazione

° Integrazione per sostituzione
ff r)dr = F(¢(z)) +c, dove F & una primitivadi f: F'(z) =
)
Sl puo scrivere  @(x) = t, dt = ¢'(z)dz e fabf(gp(x))gp’(:v) dr =
0 (1) .



e Integrazione per parti

[ flx)d'(x)dz = — [ f'(z)g(z) dz, dove f e g sono funzioni
derivabili. Si rlcordl che cid segue da (f(a:) (x)) = f'(x)g(z) +

f(2)g'(z).

Integrazione di funzioni razionali

il % dx, dove f(x) e g(x) sono due polinomi in z. Se grado(f) < grado(g),
allora esistono polinomi ¢(z) ed r(x) tali che f(z) = g(z)g(z) + r(x), con

grado(r) < grado(g). Cosi si puo scrivere % =q(z) + % e basta consid-
erare il caso [ % dx, con grado(f) < grado(g).
1. [ dz = blog|z — a| + ¢, dove z # a.
2. [ = a“sj;b oy Az, dove z # aq, 0.
Si trovano due costanti A;, Ay € R tali che (z—a%abfaz) = (xﬁl) +
. S . A +Ay=a
Ao 1 2
o) risolvendo il sistema lineare { a2 A1 Ay = b

d:c—i—f

L’integrale diventa f dz (v. caso 1).

(z— al)

3. f(z_%dx: =t 4 conz#a.

aac—f—b
4. f o0y dx.
Si trovano due costanti A;, As € R tali che ﬁ = x‘ila
risolvendo il sistema lineare { il;zla-i- A= b

L’integrale diventa [ i—la de + [ ﬁ dx (v. casile 3).

f$2+aw+ﬂdx con A:=o?—-48<0.

Usando il completamento dei quadrati, si puo scrivere
2 v=A

?+ar+f=(x+2)— % +0=(E2)?2+ (F)

L’integrale diventa [ ——% ——
(F%)+0%7)

= \/E—A f tzdil,con la sostituzione

t = 2z+a
= a

Cosi l'integrale e uguale a \/% arctan (2£2) + c.

S
ﬁa
D

2



(@)

10.

11.

- aztb gz con A:=0o?— 48 < 0.

2 +az+

s h ar+b _ a _2z4a 2b—aa 1 ’e S
Poiche FiraoiB = 2 ProsiB + =5 pra I'integrale & uguale a

¢ log(z?+az+ ) + 2 e | 2+a$+ﬂ dz e I'ultimo integrale rientra nel
caso precedente.

.In:fmdx. Per n = 1siha I, = arctanxz + c. Per n > 2

si integra per parti piu volte. Infatti I, = 1:§+I‘U de = I, 1 —
_ 2n—3
2 fx (m2+1)” dr = 2n—2)$(z2+1) + 5nms In-
f mdaj, si opera la sostituzione ¢ = f e si rientra nel caso
precedente.
. | Grrasay du, con A== a?— 48 < 0. Sinoti chesiha 2°+az+p =

(2zte)2 4 (¥52)2 operando la sostituzione ¢ = “ﬁ, si rientra nel
caso 7.

f(foﬂiﬂ dz, con A :=a? —48 <0, con n > 2.

+b _ 2a+ 2b— 1 " N
Poiche (:chZTﬂ)n = 3 @ +zwiﬁ)n + 2“0‘ s i) I'integrale &
uguale a 2(1a_n) ($2+M1+3)n 4+ 2 5 f @ +am oo dz e I’'ultimo integrale

rientra nel caso precedente.
Ogni polinomio monico g(z) (cioé avente il coefficiente del monomio di

grado massimo uguale a 1) si decompone in

g(@) = (=)™ - (x— 7)™ (2® + oqz + B)™ -+ - (2% + sz + B5)™,

con le radici v, . .., 7, distinte e con le coppie (a1, £1),-- -, (as, B5) dis-
tinte.

Se grado(f) < grado(g), allora si puo scrivere

fz) _ A11 Avmy L rl Arz ..

) =ity Tt @ * M= *
Armp a11w+b11 .. ain; THbin, a31$+bs1 ..

(x—yr)™r + z2+a1z+pb1 + + (x2+ar1z+p1)"1 + + T2 +a1z+01 + +
asns$+bsns

(22 +asz+Bs)ns

e gli integrali che intervengono sono stati trattati nei casi precedenti.



Casi particolari

e Sia p(x) un polinomio di grado n ed a una costante non nulla, allora
applicando piu volte I'integrazione per parti si ottiene
[p(@) e ds = e (22 — 2@ 4 Py (e e

a a a3
n/ax+b N . .
o [ R(z, erridr, dove R(z,y) ¢ una funzione razionale. Operando
la sostituzione t" =
polinomi.

az+b
cx+d’

ci si riduce ad integrare una frazione di

e [ R(sinz,cosz)dz, dove R(z,y) & una funzione razionale.
2

Si puo operare la sostituzione ¢ = tan 7, quindi sinz = Ti@ COST =
1-¢2 _ 2
e € dr = e dt.

R
R(

Se R(—sinz, — cosx) = R(sinx, cos z), si sostituisca con ¢ = tan z.

Se R(—sinz,cosz) = sin x, cos ), si sostituisca con ¢ = cosz.

Se R(sinz, —cosx) = —R(sinx,cos ), si sostituisca con ¢ = sinz.

e [ R(e“)dz, dove R(z) & una funzione razionale.

Si opera la sostituzione t = e®".

e [sin(az) sin(bzr)dz, [sin(az) cos(bz)dz, [ cos(ax) cos(bz)dx.
Si usano le seguenti formule trigonometriche:
sin(az) sin(bz) = 3 (cos((a — b)x) — cos((a + b)z))
sin(az) cos(bz) = 3 (sin((a — b)z) + sin((a + b)z))
cos(az) cos(bz) = 3 (cos((a — b)z) + cos((a + b)z)).
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