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Sulle algebre con Ue; costante

Algebre di matrici doppiamente stocastiche

m U € Uy(C) matrice unitaria
v e (" taleche (v7U); #0 perognii=1,...,n
L ={Udiag(9)U* | 0 € C"}

m z = vettore z+> L(z) =matrice di £ tale che v7L(z) =2z"

m A = matrice A+ L, =proiezione di Asu £
La=argminxeg ||[A— X]||F = Udiag(U*AU)U*
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Sulle algebre con Ue; costante

A & (doppiamente) p-stocastica se (Ae =) ATe = pe
A é stocastica se p = 1.

(0%

Teorema

1
Cn € C tale che |(p| =n"2
Se esiste j tale che Ue; = (,e (U ha una colonna costante), allora
le seguenti affermazioni sono equivalenti

ee" €L, e=(1,...,1)7

o T o
L(z) é doppiamente (iTee)—stocastlca

L4 & doppiamente (%eTAe)—stocastica

Y

In particolare se A oppure A” é p-stocastica
— L é doppiamente p-stocastica
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Circolanti
Esempi di algebre p-stocastiche n

Haar

Ulteriori esempi

Circolanti

U = F =matrice di Fourier L=C
1 . . N
Fe; = n"2e ovvero la prima colonna di F é costante.

C = {f(N) | f polinomio} Nn= R

1
{J,...,dn}, Sk =N¥71 & una base ortogonale fatta di zeri e uni

Calcolare C(A) richiede solo operazioni additive fra gli elementi di A
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Circolanti

Esempi di algebre p-stocastiche

Ulteriori esempi

L=n=C+JC° €° = circolanti simmetriche
1 . .
Ue; = Uye; = n"2e ovvero la prima colonna di U, & costante
11 11

= 11 . 11

J; = , Iy =

Ji € Mp({—1,0,1}) & una base ortogonale per n
Calcolare 1(A) richiede solo operazioni additive fra gli elementi di A
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Circolanti
Esempi di algebre p-stocastiche n

Haar

Ulteriori esempi

U =trasformata di Haar n=2m

1 1 1 1

1 1 1 -1

1 1 1 -1

1 1 -1 -1

Us = | 7 1 1 |-1 Ds

1 1 —1]-1

1 1 -1 ~1

1 -1 -1 -1

La prima colonna di U, & costante
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Circolanti

Esempi di algebre p-stocastiche n
Haar
Ulteriori esempi

Formalmente...

. eel z
DnSn 0
Di=1Dp= % " Sn:diag(%,l, 1)
2 2
1 T
—=ee UnSn
Un — QnDn — \/UEnSnl _iezeT n= 2747 72m
2 vn--1
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Circolanti

Esempi di algebre p-stocastiche

Ulteriori esempi

Le matrici di rango uno

J,(("):Q,,eke[ T k=1,2,...,n

formano una base ortogonale per 3 di elementi in M,({—1,0,1})

1111 1 1 -1 -1
J1(4): 1111 ,J§4): 1 1 -1 -1
1111 -1 -1 1 1
1111 -1 -1 1 1
1 -1
@_| -1 1 (4) _
-1 1

Calcolare H(A) richiede solo operazioni additive fra gli elementi di A
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Circolanti
Esempi di algebre p-stocastiche n

Haar

Ulteriori esempi

Ulteriori esempi

m U =matrice di Hadamard n=22m
1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
Us=171 1 1 1 -1 -1 -1 -1 |Ds
1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1
1 1
1 0 1
m L = Jacobi = {p(T) | p polinomio} T = .
1 0 1
1 1

m £ = Hartley = C° + JNesk, esk —circolanti antisimmetriche
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La matrice “setaccio” u
Spazi £ piu generali Proprieta algebriche di £

Spazi £ piu generali

w € Mp({0,1}) matrice di zeri e uni
m o = prodotto di Hadamard

U € U,(C) matrice unitaria
L={U(poZ)U* | Z € My(C)}

m A= matrice A~ L, = proiezione di Asu L
La=argminxeg [|[A— X[ = U(po UAU)U*

Se =1 allora le £ sono le algebre simultaneamente diagonali
viste prima
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La matrice “setaccio” u

Spazi £ piu generali Proprieta algebriche di £

poA+poB=po(A+B), poaA=auoA, allora
L & spazio vettoriale per ogni scelta di

Teorema

Se esiste j tale che
Uej = (ne (U ha una colonna costante) e yj; = 1, allora

A p-stocastica = L4 p-stocastica

Nota: basta che px; # 0 per qualche k # j per assicurare che L4 non sia
doppiamente p-stocastica, come invece succede quando p =/

In altre parole, proiezioni di matrici stocastiche su £ rimangono
stocastiche.

Dim. |l fatto che e é punto fisso di AT implica che e; é punto fisso
di o U*ATU e dunque (La)" e é costante.

C. Di Fiore, F. Tudisco, P. Zellini Proiezioni di matrici stocastiche su algebre di matrici



La matrice “setaccio” p
Spazi £ piu generali Proprieta algebriche di £

Osservazione

Se esiste o > 0 tale che ;2 < ay, allora £ & un’algebra di matrici

Esempi:

Nota Se / < p, allora | € £

Questione Investigare sotto quali ipotesi si ha L1 C £
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Stima di \2(A)
Calcolo di x: Ax = x
Applicazioni ed ulteriori risultati

Stima di A\2(A)

Data A € M,(C) si considerano i suoi n autovalori:
p(A) = M (A)] = [Ma(A)] = -+ = [Aa(A)]

Teorema

A & stocastica e 3 k € IN tale che AK > O allora 1 = \(A) € o(A)

Se inoltre A* ¢& irriducibile (= A & irriducibile), allora
1 & autovalore semplice di A ed J! x > o tale che Ax = x

Dim. Si applica il teorema di Perron-Frobenius ad A per derivare
le proprieta su A
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Stima di \2(A)
Calcolo di x: Ax = x
Applicazioni ed ulteriori risultati

Osservazione

Se {J1,...,J4} € una base ortogonale per £ tale che J; > O, allora

A>0— L,>0
Inoltre se A & stocastica, Ue; = (e e pjj = 1, allora

1= p(A) = p(£a) (1)

Esempio: =1, d = n, L = € = matrici circolanti.

Questione: La (1) si ha piti in generale quando A¥ > O implica
(La)™ > O. Investigare per quali £ vale questa
proprieta. ..

C. Di Fiore, F. Tudisco, P. Zellini Proiezioni di matrici stocastiche su algebre di matrici



Stima di \2(A)

Calcolo di x: Ax = x

Applicazioni ed ulteriori risultati

Quando p =/, indipendentemente dalla scelta di U € U,(C), si ha
{x*Lax | [Ix]| =1} = F(La) € F(A) = {x"Ax | [|x]| = 1}

dunque, se U ha una colonna costante

A > O, stocastica, normale =
F(La) C F(A) C {[¢| <1}, ovvero
I'inviluppo convesso di o(L4) &
contenuto in quello di o(A).

Questione E possibile mettere in relazione [A2(A)| e [X2(L4)|?
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Stima di A\2(A)
Calcolo di x: Ax = x
Applicazioni ed ulteriori risultati

v(A) ed il calcolo dell'autovettore di Perron

Sia N={1,...,n}, A> O stocastica, e

Y(A) = min maxE ajj — g min aj;
(4) VEN, [VI=n—1 \ jeN & Y jen Y
1

iev

Dim.
Yoiminja; <) ia; = v(A) >0,

IEAAET Sievai <1 = (A) <1

V(A)=0=A=jee’  max Y, a5 =Y, aj, ¥(A) =0 =
2o minj ajj = 37 aij = aj, = min; aj Vi
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Applicazioni ed ulteriori risultati

Teorema
Sia A > O stocastica, allora |A2(A)| < v(A)

Congettura: y(A) < 711(A) (lo abbiamo osservato per n = 2, 3)

71 = 7)., = coefficiente di ergodicita [Seneta 1979, Rothblum 1985]

Teorema (7)

1
Sia A > O stocastica, allora [A2(A)| = limy_o (7(AK))*
Lo stiamo verificando....verificato |'altro ieri!

Corollario

Se esiste k tale che y(A¥) < 1, allora 1 = \;(A) & semplice e tutti
gli altri autovalori hanno modulo strettamente minore di 1.
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Stima di \2(A)
Calcolo di x: Ax = x
Applicazioni ed ulteriori risultati

Teorema

Sia A > O, stocastica tale che y(A) < 1.
L'autovettore x > o, ||x|| = 1 di A relativo a 1 & soluzione del
sistema lineare

B(A)x = (I —v(A)B)x =y (LS)

dove B e y si esprimono esplicitamente in termini di a;; ed inoltre
B > O, stocastica

Il calcolo dell’autovettore dominante di A si pud ricondurre alla
risoluzione di un sistema lineare
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Stima di \2(A)
Calcolo di x: Ax = x

Applicazioni ed ulteriori risultati

Precondizionare con matrici di £

Metodo di Eulero-Richardson precondizionato applicato ad (LS)
Xk+1 :Xk+Q71(y_B(A)Xk)7 k:071727"'
Matrice di iterazione: Hg = | — Q@ *B(A) =1 — Q@ (I —v(A)B)

Osservazione

Sia Ue; = (,e e u1p = 1. Se Lpa) € invertibile, la scelta
Q@ = Lp(a) ha l'effetto di muovere un autovalore di He gy in zero.

Questione: quale scelta di v (u11 = 1) rende p (HLB(A)> <17

quale rende p (HLB(A)) minimo?
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Stima di \2(A)
Calcolo di x: Ax = x

Applicazioni ed ulteriori risultati

Grazie per L’attenzione!
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