Soluzioni del protocollo SSIS e Specialistica
Problema 1

1.A Si potrebbero individuare più relazioni. La più evidente è che i numeri nei quadrati sono dati,  ciascuno, dalla somma dei numeri nei due cerchi ad essi adiacenti. Da questa scaturisce che la somma dei numeri nei quadrati è il doppio della somma dei numeri nei cerchi, quindi sarà sempre un numero pari. Un’altra possibile relazione è che i numeri nei quadrati e quelli nei cerchi sono crescenti gli uni in un senso e gli altri nell’opposto (nell’esempio completato i numeri nei quadrati crescono in senso antiorario, mentre quelli nei cerchi crescono in senso orario). Questo accadrebbe anche  se si scegliessero dei numeri non consecutivi. 

[image: image59.emf] 

1.B 
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Chiamo x il numero nel cerchio in alto e y e z i numeri negli altri cerchi, muovendomi in senso antiorario. Ottengo la soluzione, impostando il sistema di equazioni: 
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Non ha soluzione nei naturali, quindi in questo ambito non può essere completato.

1.C Formalizzo la soluzione. Chiamo x, y, z i numeri nei cerchi e a, b, c i numeri nei quadrati, in modo che 


[image: image2.wmf]c

z

y

b

z

x

a

y

x

=

+

=

+

=

+



Dal sistema si vede che 
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=2k, quindi la somma dei numeri dei quadrati deve sempre essere un numero pari, affinché l’aritmagono possa essere completato (almeno in questo ambito o al più in quello dei numeri interi). Ma in realtà tale condizione, sicuramente necessaria, da sola non basta. Infatti, contrariamente a quanto pensavo, non è detto che dati tre numeri naturali nei quadrati, la cui somma sia un numero pari, allora l’aritmagono può essere completato. Si veda il seguente esempio: 
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La somma di tali numeri è 20, quindi verifica la condizione scritta sopra, eppure l’aritmagono, nell’ambito dei numeri naturali, non ha soluzione (la avrebbe nell’ambito dei numeri interi). 

Allora vediamo quali condizioni devono essere soddisfatte dai numeri nei quadrati affinché l’aritmagono possa essere completato.

Si ha:

Sistema iniziale:
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con x, y, z, a, b, c  interi non negativi. 

Sistema 1: 
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Si fa lo stesso ragionamento partendo da z=b-x e si ottiene 2y=a+c-b e ancora analogo ragionamento da y=c-z e si ottiene 2x=a+b-c. 

Quindi la condizione necessaria e sufficiente che i tre numeri nei quadrati devono soddisfare è che la somma di due elementi qualsiasi nei quadrati meno il terzo deve essere un numero pari e positivo. 
Problema 2

Sia n un numero intero non negativo, n<100, allora posso esprimerlo come 
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 sono naturali compresi tra 1 e 9 (in questo problema si vogliono numeri di due cifre). Siano   
[image: image11.wmf]2

1

10

n

n

n

+

=

 e 
[image: image12.wmf]2

1

10

m

m

m

+

=

, si richiede che 
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 EMBED Equation.3  [image: image47.wmf]2

m

.
Quindi la proprietà vale per quelle coppie di numeri interi non negativi per le quali il prodotto delle decine è uguale al prodotto delle unità.

Problema 3

Per via aritmetica: scrivo i numeri uguali a 2 modulo 3 (5, 8, 11,……..23…), uguali a 3 modulo 5 (8, 13, 18, 23…), uguali a 2 modulo 7 (9, 16, 23..) e si trova così che il  numero cercato è 23. 

Per via algebrica:

Considero il sistema:


[image: image48.wmf]t

x

m

x

n

x

7

2

5

3

3

2

+

=

+

=

+

=


dove x rappresenta il numero di cose e n, m , t sono numeri interi positivi (un numero di cose non può essere negativo). Dal sistema:  


[image: image49.wmf]t

n

m

n

7

2

3

2

5

3

3

2

+

=

+

+

=

+


da cui:
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dalla condizione 3n=7t, essendo MCD(3,7)=1, si avrà n=7k e t=3k , k naturale

da 3n=1+5m si ha 21k-5m=1.  MCD(21,5)=1/1, quindi per il lemma di Bezout esistono k ed  m  interi tali che 21k-5m=1. 
Soluzione particolare: k=1 e m=4
Soluzione dell’omogenea associata: 21k=5m k=5s e m=21s, con s naturale.

Quindi la soluzione generale sarà data da 
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con s  naturale.

A noi interessa un valore, allora mi basta valutare un caso particolare, da cui x=23 (prendo l’intero positivo più piccolo).
Metodo più complicato:
Passo I: verifico che tale numero esiste.

Il teorema cinese dei resti ci garantisce che la soluzione esiste, perché in questo problema ne sono garantite le ipotesi.

Teorema cinese dei resti:

“Dati n1,n2…nk numeri interi, se a due a due coprimi (mcd(ni,nj)=1 per i≠j), allora comunque si scelgano a1,a2….ak numeri interi, esiste un intero x soluzione del sistema di congruenze:

x
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ai mod (ni) per i=1,…,k. 

Inoltre, tutte le soluzioni x di questo sistema sono congruenti modulo il prodotto n=n1……nk.”

Nel nostro problema n1=3, n2=5 e n3=7. Sono a due a due coprimi, quindi c’è un numero intero x soluzione del problema. 

Passo II: calcoliamo questo numero per via algebrica.

(questa soluzione l’ho presa dal sito in cui ho trovato delle informazioni sul teorema cinese dei resti, perché nessuno ci ha mai fatto vedere come si risolve algebricamente. L’interessante di questo problema è il passaggio dal linguaggio verbale al simbolico, l’analisi delle strategie ed eventuali dubbi su condizioni che garantiscano l’esistenza del numero cercato.)

Si può trovare una soluzione x come segue: 

per ogni i gli interi ni e n/ni sono coprimi, quindi per il teorema di Bezout esistono r ed s interi tali che r∙ni + s∙n/ni=1. Ponendo ei= s∙n/ni si ottiene

ei
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o mod (nj) con i≠j

Allora una soluzione del sistema di congruenze è:

x=
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ai∙ei. 
Nel nostro problema:

a1=2, n1=3 e n/n1=35, quindi r=12, s=-1 

a2=3, n2=5 e n/n2=21, quindi r=-4 e s=1

a3=2, n3=7 e n/n3=15, quindi r=-2 e s=1

Allora:

e1=-35

e2=21

e3=15

x=2(-35)+3(21)+2(15)=23.

Problema 4

Primo testo (quello in cui si elencano i numeri senza i puntini).

Mi accorgo che 9, 25, 49 e 81 sono il quadrato di un numero dispari e allora generalizzo per vedere cosa accade. Considero n, numero naturale e scrivo 
[image: image56.wmf]1

)

1

(

4

4

1

4

)

1

2

(

2

2

2

+

+

=

+

+

=

+

n

n

n

n

, è dunque evidente che il quadrato di un numero dispari dà sempre resto 1, quando diviso per 4. Gli altri esempi numerici ricadono in questa generalizzazione.

Secondo testo.

Analogo alla soluzione di sopra.

Problema 5

Il problema chiede di provare che esistono infinite coppie di quel tipo, ma non chiede di specificare quali e allora basta scrivere:

siano n, m numeri interi tali che 

n=3h e m=7k con h,k naturali ≥1

e n=m
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1.

Scrivo il ±1, perché ci sono le coppie del tipo (6,7), (27, 28)…. E quelle del tipo (14,15), (35,36)…

In un caso avrei 3h=7k+1e nell’altro 3h=7k-1. 

Dalla teoria sappiamo che dati a, b, c interi, allora l’equazione aX+bY=c ha soluzioni intere
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MCD(a,b)/c. Tali soluzioni saranno infinite.

Nel nostro caso si ha MCD(3,7)=1 e divide certamente 1 e -1, quindi ci sono infinite soluzioni intere, in particolare intere non negative.
Volendo anche determinarle si procede come segue:
Caso I: n=m+1 
3h=7k+1

con analogo ragionamento del problema 3, si ha che:

soluzione particolare: h=5 e k=2
soluzione generale h=5+7a e k=2+3a, con a naturale.

Quindi ci sono infinite soluzioni e le coppie saranno del tipo: 3(5+7a), 7(2+3a).

Caso II: n=m-1

3h=7k-1

ragionando in modo analogo al caso I, ottengo:

soluzione particolare: h=2 e k=1
Soluzione generale: h=2+7a  e k=1+3a, con a naturale.

Quindi ci sono infinite soluzioni e le coppie saranno del tipo: 3(2+7a), 7(1+3a), con a naturale. 
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