Metodi Matematici per Chimici

Maria Grazia Marinari'

DIPARTIMENTO DI MATEMATICA, UNIVERSITA DI GENOVA, 16146 GENOVA, ITALY
E-mail address: marinari@dima.unige.it

Per scrivere questi appunti mi sono ampiamente servita di note gentilmente prestate da M. Arezzo (cap. 3),
E. Calcagno (capp. 6 e 7), E. Del Prete (cap. 6), E. De Negri (capp. 6 e 7), G. Niesi (capp. 1-5) e per questo li
ringrazio con riconoscenza.






CHAPTER 1

Introduzione

La Geometria, letteralmente misura della terra ¢ una branca tra le pid antiche della matematica:
gia sviluppata, eminentemente per questioni pratiche (quali la misurazione di campi o pezzi di
terreno) da Egiziani e Babilonesi, fu organizzata in modo sistematico a livello di teoresi dai Greci'.
Nei suoi Elementi Euclide adotta il seguente metodo:

e definizione degli oggetti da studiare (punti, rette,...),
e individuazione di un numero finito di Assiomi o Postulati® su tali oggetti,

o deduzione dei Teoremi e Proposizioni®.

Da allora, per oltre 2000 anni la geometria si e sviluppata attraverso tentativi di ampliamento e
miglioramento dell’impianto euclideo. In particolare, siccome Euclide aveva dimostrato le prime 28
proposizioni senza usare il quinto postulato:

se una retta, incontrando altre due rette, forma da una parte due angoli coniugati interni, tali
che la loro somma sia minore di due angoli retti, le due rette si incontrano da quella parte,
grandi sforzi furono impiegati per dedurlo dai primi 4 postulati e 28 proposizioni e solo nel X7X
sec. se ne poté provare la non deducibilta e che anzi & possibile costruire “geometrie” senza usarlo.
In seguito alla scoperta delle cosiddette Geometrie non Euclidee*, da una parte F. Klein, nel celebre
programma di Erlangen (1872), formuld una definizione corretta del concetto di geometria:

una geometria di un insieme S € lo studio delle proprieta di S (e dei suoi sottinsiemi) che sono
invarianti quando gli elementi di S somno sottoposti alle trasformazioni di un gruppo fissato;
dall’altra D. Hilbert, alla fine del XIX sec., attraverso uno studio critico dei

e fondamenti della geometria euclidea

e natura dei sistemi di assiomi (in generale),

dette una definizione assiomatica® corretta della geometria euclidea del piano®.

1. Sistemi di coordinate

Per comunicare con un computer, per fissare la posizione di un punto nello spazio dobbiamo:

'Da Talete (VII sec. a.C.), a Euclide (IV sec a.C.), alla scuola alessandrina (fino ai primi sec. d.C.)

2Ritenuti veritd evidenti che non richiedono dimostrazione.

3 Affermazioni desunte con regole logiche dagli assiomi e dai risultati gia dimostrati.

4Soprattutto a opera di Lobachevsky(1793-1856), Gauss(1777-1855), Bolyai(1802-1860) e Riemann(1826-1866).

5n.b. In una teoria deduttiva astratta il sistema di assiomi come tale & ‘senza significato’ e la questione della
verita degli assiomi ¢ irrilevante. Se, pero, si pud assegnare un significato ai termini indefiniti e alle relazioni, in modo
che gli assiomi siano giudicati veri, allora i teoremi sono veri nel senso comunemente accettato. Piu precisamente:
un sistema di assiomi per essere significativo deve essere consistente, ossia non deve essere possibile dedurre dagli
assiomi un teorema che contraddice gli assiomi o un teorema gia dimostrato.

SMediante termini indefiniti (punto, retta, piano) e relazioni (incidenza, stare tra, congruenza, separazione) tra
essi, definite da un numero finito di assioms (di: incidenza, ordinamento, congruenza, continuita e delle parallele) .
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4 1. INTRODUZIONE

trattare con un sistema di riferimento misurando distanze e direzioni in forma puramente numerica.

1.1. Coordinate ascisse sulla retta. Dare un sistema di coordinate ascisse su una retta r
significa assegnare in r due punti O # U:
O ¢ detto origine delle coordinate, U & detto punto unita delle coordinate,
se 7 P sta sulla semiretta contenente U, P > O, altrimenti P < O. Cosi sono fissati su r :
un verso positivo (ossia r € una retta orientata) e
un segmento OU unita di misura per i segmenti di r.
Dati P, Q € r, il segmento di estremi P e @ (senza ordine e non necessariamente #) & indicato PQ.

DEFINIZIONE 1.1. L’ascissa di P € r nel riferimento {O, U} ¢ il numero reale z(P) definito da:
or
= P>0

z(P) := QU 5

f% se P <O
Una retta affine € una retta r dotata di ascisse.

Fissato un riferimento {O, U} su una retta r, si ha 2(0) = 0,2(U) = 1, inoltre ogni P € r individua
z(P) € R e viceversa, ossia l'insieme dei numeri reali R ¢ un modello per la retta affine (o euclidea).

DEFINIZIONE 1.2. La distanza tra due punti P, Q) di una retta affine ¢
d(P,Q) = z(P) —2(Q) | .

—
Il segmento orientato di estremi P e @ & la coppia ordinata (P, @), indicato anche PQ).
La misura algebrica del segmento orientato (P, @) € il numero reale

PQ = x(Q) — =(P).

OSSERVAZIONE 1.3. Vale z(P) = 92, vV P er.

PROPOSIZIONE 1.4. Se {O',U’} & un altro riferimento sur e x'(P) é l'ascissa di P € r rispetto
a {O',U'}, vale

oU (0]04
(1) 2 (P) = ax(P) + 3 dove o= o 8= o
Dim. Si ha:
_ o'pP _ O0+0P _ OO orP _ OO ou oP __
x/(P) - o'U’ — OIEI - O'U’ + o'U’ — O'uU’ + oU’ T oU CML'(P) +ﬁ

DEFINIZIONE 1.5. La (1) é detta formula di cambiamento delle ascisse.

OSSERVAZIONE 1.6. Se 7,7’ sono due rette, con ascisse rispettive x,z’, un’affinita (o trasfor-
mazione affine) tra r e r’ & un’applicazione bigettiva
T:r — 7" definitada T(z):=azx+b con a,beR,a+#0".

"n.b anche se la formula del cambiamento delle ascisse su una stessa retta e quella della trasformazione affine
tra due rette distinte sono simili, esse hanno un significato totalmente diverso.
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1.2. Coordinate cartesiane nel piano. Dare un sistema di coordinate cartesiane (breve-
mente s.d.c.c.) su un piano 7 significa assegnare due rette non parallele, incidenti in O € m,
entrambe dotate di un sistema di ascisse con origine O, detto origine delle coordinate. Le due rette
sono dette assi coordinati, rispettivamente delle ascisse x e delle ordinate y. Per ogni P € 7, siano:

P, il punto intersezione dell’asse x con la || per P all’asse y e

P, il punto intersezione dell’asse y con la || per P all’asse z,
le ascisse x := x(P,), y := x(P,) sono dette coordinate cartesiane di P nel riferimento o(O;xz,y) e
si scrive P(x,y). Si ha: O(0,0), inoltre ogni punto dell’asse x (risp. y) ha coordinate (x,0) (risp.
(0,y)) (cioe: Y =0 (risp. X = 0)) sono ‘equazioni’ dell’asse x (risp. y).

Se gli assi coordinati sono L tra loro, il sistema ¢ detto di coordinate cartesiane ortogonali®.

Se I'unita di misura e la stessa per entrambi gli assi coordinati, il sistema e detto monometrico.

DEFINIZIONE 1.7. Un piano affine ¢ un piano 7 dotato di un riferimento cartesiano o(O;x,y).

Fissato o(O;z,y) su m,VP € m determina (x,y) € R? e viceversa V(z,y) € R*3! P € 7, t.c. P(z,y)
ossia, I'insieme R? delle coppie ordinate di numeri reali & un modello del piano affine (o euclideo).

1.3. Coordinate cartesiane nello spazio. Dare un s.d.c.c. nello spazio X significa assegnare
tre rette incidenti in un punto O, dotate di sistemi di ascisse con origine O e dette assi coordinati,
rispettivamente asse x, asse ¥y, asse z. Sono detti piani coordinati i tre piani individuati dalle tre
coppie di assi, cioe: il piano xy & il piano individuato dagli assi x e y, il piano xz € il piano
individuato dagli assi x e z, il piano xy e il piano individuato dagli assi z e y. Per ogni P € m,
siano:

P, il punto intersezione dell’asse x con il piano per P || al piano yz,

P, il punto intersezione dell’asse y con il piano per P || al piano zz,

P, il punto intersezione dell’asse z con il piano per P || al piano zy,
le ascisse z := z(P,), y := z(P,), z := x(P,) sono dette coordinate cartesiane di P nel riferimento
o(O;x,y,2) e si scrive P(x,y,2). Si ha: O(0,0,0), inoltre ogni punto dell’asse x (risp. y,z) ha
coordinate (z,0,0) (risp. (0,y,0),(0,0,z2)). Se gli assi coordinati sono a 2 a 2 L tra loro,si ha un
s.d.c. ortogonali. Se 'unita di misura ¢ la stessa per tutti gli assi, il sistema ¢ detto monometrico.

DEFINIZIONE 1.8. Lo spazio affine & lo spazio dotato di un riferimento cartesiano o(O;z,y, 2).

Fissato o(O;x,y, z) (su ),V P € ¥ determina le sue coordinate cartesiane e viceversa V (z,y, z) €
R33! P € ¥, tale che P(x,y, z), ossia, I'insieme R3 delle terne ordinate di numeri reali puo essere
considerato come modello dello spazio affine (o euclideo!?).

1.4. Orientazione dei sistemi di coordinate cartesiane. L’orientazione dei s.d.c.c. dello
spazio € definibile in modo abbastanza intuitivo, per orientare i s.d.c.c. del piano ‘occorre uscire
dal piano stesso scegliendo quale faccia considerarne’.

DEFINIZIONE 1.9. (1) Un sd.c.c. 0(O;z,y,2) & orientato positivamente se con i piedi in
O e la testa nella direzione positiva dell’asse z, si vede percorrere 'angolo 0 < 6 < 7, che
sovrappone il semiasse positivo dell’asse z su quello dell’asse y, in senso antiorario.

8Di solito assumeremo che sia cosi!

IDetto origine delle coordinate cartesiane dello spazio.

10,4 differenza tra spazio (risp. piano, retta) affine ed euclideo sara chiarita in seguito, a questo punto segnaliamo
solo che lo spazio affine & indicato A3 (risp. A2, A1) mentre quello euclideo & indicato E3 (risp. E?, E') e che talvolta
vengono confusi scrivendo semplicemente R?,i = 1,2, 3.
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(2) Un s.d.c.e. o(O;x,y) (di un piano ) & orientato positivamente rispetto a una retta r
(orientata, passante per O e non giacente su 7) se o(O;x,y,r) & orientato positivamente.

2. Spazio n-dimensionale

Sinora abbiamo complessivamente visto che: e 7 «— R, ee 7 «— R? eee X «— R3.
Astraendo dal senso geometrico:

- R":={(z1,...,2n) : ¢ ER, 1 <i<n,ne&N*} e detto spazio n-dimensionale,
— gli elementi di R™ sono detti vettori a n componenti,
— il numero reale z; & detto i-esima coordinata o componente del vettore x := (x1,...,x,),

-R">z,y soddisfanogzg sex; =y;,V1<i<n.
Su R” si definiscono le seguenti operazioni di addizione e moltiplicazione per scalari:
se x = (xlv-“yzn)ay: (yla"'ayn) €ER"eXeR

la somma dei vettori zey ¢ z+y:= (14 Y1,y Tn + Yn)
il prodotto del vettore x con lo scalare A € R ¢ Az := (Axq,...,Axy).
Posto 0:=(0,...,0) e —z:=(-z1,...,—2,), leoperazioni di addizione e moltiplicazione

per scalari soddisfano, per ogni z,y,z € R", A, u € R, le seguenti proprieta:
e della sola addizione

SV1(z4+y)+z=z+(y+2) associativita,
SV204+z=2+0=2z2 esistenza dell’elemento neutro,
SV3z+(—2)=—-2z4+2=0 esistenza dell’opposto,
SVdz+y=y+z commutativita,

e della sola moltiplicazione per scalari
SV 5 (Apw)z = A(uzx) associativita,
SV6 lz=2z unitarieta,

e che legano ’addizione e la moltiplicazione per scalari
SV7 (A+p)z = Az + pz distributativita dell’addizione di scalari,
SV8 Az+y) =X z+ Ay distributativita dell’addizione di vettort,

e L’intero blocco di proprieta SV (ossia da SV1 a SV8) dice che R™ con 'addizione e la
moltiplicazione per scalari & uno spazio vettoriale (reale)'?.

EsEmPIO 2.1. (1) Provare che se X ¢ un insieme non vuoto qualsiasi,
Iinsieme G := {f : X — X : f & bigettiva } costituisce un gruppo non commutativo,
rispetto alla composizione di applicazioni.
(2) T vettori

e1 = (1,0,...,0), e2 :=(0,1,...,0), ...en :=(0,0,...,1)

rivestono un’importanza notevole in quanto

n
VxeR”si hag:ing
i=1

Hyn vettore a 1 componente & detto anche scalare

12nb. Le proprieta da SV'1 a SV 3 dicono che R™ con ’addizione & un gruppo, la SV4 che si tratta di un gruppo
commutativo.

Non tutti i gruppi sono commutativi! Di solito un gruppo commutativo additivo & chiamato abeliano dal nome
del matematico norvegese N. Abel (1802-1829).



CHAPTER 2

Matrici e sistemi

1. Definizione e prime proprieta

Sia k = Q,R, C o, pit in generale, un corpo commutativo.

DEFINIZIONE 1.1. Una matrice di tipo m x n' a elementi in k ¢ una tabella

a1 a2 - Q1y o Qip
a21 Q22 - Q25 vt A2p
A= = (a;5)1<i<
ij Sism
a1 (2252 77 Qi <
Gm1 Am2 - Amg Amn
-V1<i<m,lai—esimarigadiA & R} .f(ail SRR 7} B am),
alj
-V1<j<n,laj—esimacolonnadiA & Cf4 = Qij ,
amj

—se a;; =0,V 1i,j, Aée detta matrice nulla e denotata 0,

— se m = n, A ¢ detta matrice quadrata di ordine n,

— linsieme delle matrici m x n a elementi in k ¢ denotato M,, ,,(k), M, (k), e se m =n,
— una matrice 1 X n & detta matrice o vettore riga,

— una matrice n x 1 ¢ detta matrice o vettore colonna?,
— la trasposta di A = (a;j) € My n(k) & *A = (aij) € My m(k) con ayj == a;;® €k,
—se A= "Arisultan =m, a;; = aj; Vi# j, e A & detta matrice simmetrica,

— gli elementi aq1, ass, ..., a,, di A € M, (k) ne costituiscono la diagonale principale,
—se Vi>jsihaa;; =0, A e detta matrice triangolare superiore,

—se Vi< jsihaa;; =0, A e detta matrice triangolare inferiore,

— se A ¢ sia triangolare superiore che inferiore, A & detta matrice diagonale*,

— se a;; = 6¢j5, A & detta matrice identica (di ordine n), e indicata con I,,,

IDetta anche di tipo (m,n).

2Noi identificheremo gli elementi di k™ con i vettori colonna.

3Essendo aj; & 'elemento di posto (j,4) in A, t A ¢ ottenuta da A scambiandone tra loro le righe e le colonne.
4In una A diagonale a;; = 0V i # j e non si richiede a;; # 0V 1 < i < n, in particolare 0 ¢ diagonale.

1 L
5Con 6;; = e = simbolo di Kronecker (1823-1891),
J 0 se i#j
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—sein A,V2 < i <n, il 1° elemento nonnullo di R;“ sta su una colonna di indice maggiore
di quello del 1° elemento nonnullo di R# |, la matrice A & detta matrice a scalini, il 1°
elemento nonnullo di Rf‘ e detto i-esimo pivot,

— su M, » (k) sono definite un’addizione e una moltiplicazione per scalari, piu precisamente:
dati A = (aij),B = (bij) S Mm’n(k), A€k,

A+ B := (ai; + bij),
AA := (Aa;;) e in particolare —A = (—a;;),
tali operazioni lo rendono spazio vettoriale su k°.
— Se A = (ain) € Mymn(k), B = (byj) € M, ,(k), il prodotto righe per colonne di A e B ¢

AB :=C = (¢j) € My, (k) con ¢y = Z a;nbnj.

Se A € My, n(k), B € My pm(k), si ha AB € My (k) e BA € M, (k)
— Proprieta della moltiplicazione righe per colonne di matrici.

Siano: A, B € M, n(k),C,D € M, ,(k),E € M, ,(k),I, € M,(k),A €k

a) (AC)E = A(CE) associativita di -,
b) (A+ B)C = AC+ BC distributativita di + rispetto a -,
c) A(C+D)=AC+ AD distributativita di - rispetto a +,
d) A(AC) = A(AC) = (M\A)C omogeneita degli scalari,
e) AL, = A, I,C =C,
f) Y(A+ B) =t A+tB,
) t(AC) _t CtAS,

— una A € M, (k) & detta matrice invertibile se 3 B € M, (k) tale che AB = I = BA, tale

B & detta inversa di A ed ¢ denotata A~L.

L’insieme delle A € M, (k) invertibili & un gruppo (non commutativo!), rispetto alla moltiplicazione
righe per colonne di matrici®, detto gruppo lineare di ordine n e denotato Gl,,(k)°.

OInfatti soddisfano:

[SV1] (A+B)+C=A+ (B+0), [SVE] (Aw)A = A(uA),
[SV2] A+0=A=0+A, [SV6] 1A= A

[SV3] A4 (—A)=0=—A+A, [SVT] (A+ p)A = AA + pA,
[SV4] A+ B=B+A, [SV8] A(A + B) = AA + AB.

"Non vale in genere AB = BA, neppure se m = n, e.g. se: A = ( 8 é ), B = ( 8 (1) ), si ha

0 0 0 1
as=(g o )ma=(g o)

8Proviamo, per esempio, ’associativita, ponendo W = AC,Z = CE,X = WE,Y = AZ, si ha:
n D
Wij 1= Y QiClh, 21§ = Y Clh€hy,
=1 h=1

P n
Tij = hZ WihChj, Yij ‘= 12 a2y,
= =1

D n n P
da cui zi; = > (X aucin)en; = 2 @it Y Clh€hj = Yij-
h=1 I=1 =1 h=1
9Infatti, la moltiplicazione righe per colonne di matrici ¢ associativa per a), se A, B sono invertibili anche AB
& tale e come inversa ha B~1A~1 dal momento che (AB)(B~1A™1) = A(BB~N)A !l = AI, A1 = AA~1 =1, la
matrice identica I,, & I’elemento neutro per ¢), e I'inversa dell’inversa A~! di una matrice invertibile A & A stessa.

.. . S . 1 1 3 1
10Non tutte le matrici quadrate sono invertibili, per esempio A = ( 9 9 ) , B= ( 0 0 ) non lo sono.
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EsempIO 1.2. Dato M3(R) = {A = < ‘; Z

(3 8) = () (1 8) (50

¢ tale che per ogni A € M3(R) vale: A = avy + bug + cvs + dvs.

0 2
1 -1

) . a,b,c,d, € R}. L'insieme

Esgercizio 1.3. Sia A = ( ) , provare che 3 a, 3, € R tali che A = av; + Bvy + Yus.

2. Spazi vettoriali

Sin qui abbiamo osservato che, dato un corpo commutativo k, k™ e M, (k) sono k-spazi vetto-
riali. Diamo ora la definizione ‘astratta’ di k-spazio vettoriale.

DEFINIZIONE 2.1. Un k-spazio vettoriale su un corpo commutativo k ¢ un insieme @) # V (i cui
elementi sono detti vettori mentre quelli di k scalari) su cui sono date due operazioni:
(1) Vx V=5V definitada (u,0) —w:=u-+v (addizione),
(2) V xk—V  definitada (u,\) — w:=Au (moltiplicazione per scalari o esterna),
soddisfacenti per ogni u,v,w € V, A\, u € k:
SV1 (u+v)+w=u+(v+w), associativita dell’addizione,
SV2 u+0y =u=0y+u, esistenza dell’elemento neutro per l’addizione,
SV3 u+(—u)=0V=—-u+i, esistenza dell’opposto per laddizione,
SV4ut+v=v+u, commutativita per l'addizione,
SV 5 (Aw)u = A(pu), associativita della moltiplicazione esterna,
SV6 lyu=mu unitarieta,
SV 7 (A p)u = Au+ pu, distributativita della m. e. rispetto all’a. di scalar,
SV 8 AMu+v) = Au+ v, distributativita della m. e. rispetto all’a. di vettori.

DEFINIZIONE 2.2. Siano V un k-spazio vettoriale, vy,...,v, € V, e A\1,..., A\ €k :

(1) Una combinazione lineare, per brevita c.l., divy,...,v,. a coefficienti in k, & una scrittura

,
vi= Z AiVi,
i=1
(2) se Vv € V & esprimibile come c.l. divy,...,v. € V, {v1,...,v,} & un sistema di generatori,

per brevita s.d.g., di V.

EsEMPIO 2.3. 1. {e1,...,en} euns.dg dik", VneN;

1 0 0 1 0 0 0 0 R .
2. {1)1:(0 0>,vgz<0 0),1}3:<1 0),1}4:<0 1)}es.d.g.d1M2(R);

ESERCIZIO 2.4. Scrivere un s.d.g. di My, »(k),¥Vm,n.

DEFINIZIONE 2.5. Un insieme F' = {vy,...,vs} di vettori di uno spazio vettoriale V & detto
linearmente dipendente se 3 A1, ..., As € k, non tutti nulli, tali che

Av1 + ...+ Asvs = 0y,

altrimenti F ¢ detto linearmente indipendente'!.

Hper brevita scriveremo rispettivamente 1.d. e L.i..
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ESEMPIO 2.6. 1. In R* I'insieme {v; = (1,2,1,0),v2 = (1,0,0,1),v3 = (0,1,1,1)} & Li.
a+b=0 a=—b
2 =0 2a = —
infatti si ha avy 4+ bvg + cvg = Ope < ate = “ ¢ da cuil
I a+c=0 a=—c
b+c=0 b=—c

2a=a=—=a=0,b=0,c=0.

2. In R* Pinsieme {w; = (1,2,1,0),we = (1,0,0,1), w3 = (2,2,1,1)} & Ld.
si ha infatti wi +wy — w3 = Oga'2.

3. Siprovachese FCV el d. eGDF, anche G ¢ 1.d..

NOTAZIONE 2.7. Sev €V ecl diwvy,...,v. €V, scriveremo v €< vy,...,v, > 2.
3. Sistemi di equazioni lineari
DEFINIZIONE 3.1. (i) Un’ equazione lineare nelle incognite X1, ..., Xm a coefficienti in
un corpo commutativo k ¢ un’espressione del tipo:
(2) aXi+ - F+apX;m =0
con as,...,a, €k coefficienti e b € k termine noto.
Se b =0, (2) & detta equazione lineare omogenea.
Una soluzione di (2) & un *(aq, ..., q,) € k™, tale che ajaq + « -+ + apma, = b.
(ii) Un sistema lineare di p equazioni (a coefficienti in un corpo commutativo k) nelle incognite
Xq,...,X,, € un insieme di p equazioni lineari:
a1 X1+ + a1 X = b1
an X1+ -+ amXm =0>
3) 2181 + -+ aamAm 2
aple +-+ amem = Up
Posto: A := (a;;) € Mp,m (k) matrice dei coefficienti di (3),
X =" (Xy,...,Xm) € Mp,1(k) vettore (colonna) delle indeterminate,
b :=" (b1,...,by) € M, (k) vettore (colonna) dei termini noti,
abbiamo la scrittura matriciale di (3):
4) AX =b.
Una soluzione di (4) ¢ un *(aq, ..., a,,) € k™, che risolve tutte le equazioni di (4).
Un sistema lineare & detto omogeneo se tutte le sue equazioni sono omogenee.

Un sistema lineare ¢ detto compatibile se possiede almeno una soluzione'*.

Un sistema lineare ¢ detto a scalini se la sua matrice dei coefficienti ¢ tale.

12D ora in avanti eviteremo di sottolineare i vettori di k™.
135i usano anche le scritture v € L(vi,y...,vr),v € Spany{vi,...,vr}.
14y b. 1 sistemi lineari possono avere: nessuna soluzione, un’unica soluzione, infinite soluzioni.
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(iii) Tl sistema omogeneo, con la stessa matrice dei coefficienti di (3) o (4)),

() AX = 0"
e detto sistema omogeneo associato.

EsErcizio 3.2. (1) Provare che ogni sistema omogeneo ¢ compatibile.
(2) Provare che ogni sistema lineare che ammette la soluzione banale Ox» & omogeneo.

DEFINIZIONE 3.3. Due sistemi lineari sono detti equivalenti se hanno le stesse soluzioni'®.
ESEMPIO 3.4. Se nella matrice A dei coefficienti di (3) ¢’ una riga nulla, e.g. R = 10,1 <
i < p, ossia in (3) ¢’¢ un’equazione della forma ‘0 = b;, poiché questa ¢ identicamente soddisfatta
se b; = 0 altrimenti ¢ incompatibile; se b; = 0 ¢ possibile cancellare da (3) ’i-esima equazione,
ottenendo un sistema (3’) equivalente a quello dato, altrimenti il sistema (3) dato & incompatibile.

OSSERVAZIONE 3.5. (1) Siano V,V, gli insiemi delle soluzioni di (4) e di (5). Per ogni
a,3 €V sihaa—pgeVy!7 Invece, perognia € Ve~ eV, si haa+~ € VI8 Siprova
infine che se (3) & compatibile, le sue soluzioni sono tutte e sole quelle ottenute sommando
a una sua soluzione particolare tutte le soluzioni del sistema omogeneo associato!?

(2) Accanto alla matrice A dei coefficienti di (3), si considera la matrice completa dei coeffi-
cienti di (3)

aipz o aim | b
=(4]b) =
apt -+ Qpm | bp
(3) & compatibile se e solo se 3 (aq,...,an,) € k™ tale che ayC} + -+ + @, C) = b, ossia
b e< C},...,C7 > . In particolare, un sistema omogeneo ha soluzione non banale se e

solo se le colonne della sua matrice dei coefficienti sono 1.d..
(3) Dati i sistemi A’X =b',A"X =b"conA’ € My ,,(k),b" € M;1(k),A” € M, ,,(k),b" €
M, 1(k), Vinsieme delle soluzioni comuni ai due sistemi coincide con 'insieme delle soluzioni

del sistema AX =b con A = (A,,> € Mitsnk)eb= (b,,) € Miys1(k).

PROPOSIZIONE 3.6. Sia p = m, se la matrice dei coefficienti A é triangolare superiore con
a11022 ** * Qe # 0 il sistema (3) ha un’unica soluzione.

ab’” , che, sostituito nella penul-

Dim. Dall’ultima equazione amXm = by, si ricava X, =

. . N 1 b
tima equazione am—1m-1Xm-1 + Gm—1mXm = bm-1, d& X1 = ———(bin—1 — Gm—1m am)

Am—1m—1

Sostituendo entrambi nella terz’ultima equazione, si ricava un unico valore per X,,_o e cosi via.

OSSERVAZIONE 3.7. Se A € una matrice a scalini, con p righe nonnulle, ci si riconduce al caso
esaminato in Prop. 3.6. Con le colonne contenenti i pivot si produce una matrice A triangolare

5Dove 0 := Okp .

16y.b. Cio implica che i due sistemi hanno lo stesso numero di incognite ma non necessariamente di equazioni!

m m

17Infatti, Z ajjo; = bi, Z aijﬁj =b;,, Vi€ {1, L. 7p} — Z i (Oé7 ﬂj) =0
j=1 j Jj=1
m

18nfatti Z aij(aj +~/]) Z a;jo + E a;;jv; = by + 0k = b;.

Onfatti, data aeV, VB e V si ha 8 =« + (B — ) e si conclude perché a € V, 8 — a € V.
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superiore, di ordine p, le rimanenti incognite con i rispettivi coefficient ivanno al secondo membro
di ogni equazione. La soluzione non & piti unica, dipendendo dalle m — p?° ‘variabili libere’.

Xi+Xo+ X3+ Xy —X5=2

EseEmpPIo 3.8. Dato il sistema a scalini Xo— X34+ X5=1 , si costruisce il si-
Xy,—X5=0
X1+ Xo+Xy=2-X3+ X5
stema ausiliario Xo=14+X35—-X5 , le cui co? soluzioni, dipendenti da 2 parametri
Xy = X5

s,t € R,y sono (1,1,0,0,0) + (—2s +t,s — t,s,1,1).
4. Eliminazione Gaussiana

Il metodo di eliminazione Gaussiana consiste precisamente nel risolvere il sistema lineare dato
risolvendone uno equivalente piu facile ottenuto da esso.

4.1. Operazioni (e matrici) elementari. 2! Sulle equazioni di un sistema lineare (o, equi-
valentemente, sulle righe della matrice dei coeflicienti) & possibile operare come segue:

E;; : scambiare tra loro la i-sima e la j-sima equazione (riga),
E;(¢) : moltiplicare per lo scalare nonnullo ¢ la i-sima equazione (riga),
E; j(c) : sostituire alla i-sima equazione (riga) la sua somma con la j-sima moltiplicata
per lo scalare nonnullo c.
PROPOSIZIONE 4.1. Ogni o.e. sulle equazioni di un sistema lo muta in uno equivalente.
Dim. Verifichiamo (come esempio) che V a :=! (a1, ..., a,,) € k™ soluzione di (3), ¢ soluzione
di (3’) ottenuto da (3) sostituendo alla i-esima equazione la somma tra la i-esima equazione stessa
e un multiplo nonnullo della j-esima equazione (i # j), infatti da
a1y + -+ Ay, = bi, aj5101 + -+ Ajm Qm, = bj, si ottiene
(a1 + caji)on + - - + (Qim + COjm ) = b; + cby;
viceversa, se 0 := (f1,...,0m) € K™ & soluzione di (3’) allora 3 ¢ soluzione di (3), infatti:
(a1 +cajn)fr+ -+ + (aim + €ajm)Bm = b; + cb; implica
@101+ - Qi B + c(aj1B1 - + ajmBm) = b; + cbj, ossia ( soluzione di (3) come asserito.
PROPOSIZIONE 4.2. Se A € Gl,(k), il sistema omogeneo associato (5) ha solo la soluzione
nulla.

Dim. Se x € k™ & soluzione di (5), ossia Az = On, si ha: o = [, = A~ Az = A7 10yn = Ogn.

DEFINIZIONE 4.3. Dicesi m.e. di ordine n ogni matrice di M, (k) ottenibile da I,, mediante
un’o.e. sulle righe.

E;; : scambio di R" con RI", E;' = Eji,
E;(c) : moltiplicazione di R!" per ¢ € k*, Ei(c)™! = Ei(c7Y),
Eij(c) : addizione di RI™ con R;ﬂ per c € k*,  Ej(c)7! = Ejj(—c)*2

205; dice che un sistema lineare (di equazioni in m indeterminate) a scalini con p equazioni nonnulle ha co™ P
soluzioni.

21Rispettivamente o0.e. e m.e.

22Ogni o.e. sulle righe di una A € My, n(k) si ottiene moltiplicando a sinistra A per la corrispondente m.e..
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PROPOSIZIONE 4.4. A € Gl, (k) se e solo se & esprimibile come prodotto di m.e..

Dim. Chiaramente il prodotto di m.e. ¢ invertibile. Se A € Gl,(k), per Prop. 4.2, il sistema
(5) ha solo la soluzione nulla, ossia, mediante o.e. sulle righe puod essere trasformato nel sistema

X1 =0
XQ :0

ossia, per qualche s € N*, E,, -+ E, AX = [, X i.e. By, -+ E,, = A7 e quindi
A= (A_l)_l = (Ea, - Eas)_l = (Eas)_l T (qu)_l'

OSSERVAZIONE 4.5. Nel corso della dimostrazione di Prop. 4.4 si & anche dimostrato che:
Vinversa di un’A € Gl,,(k) puo essere calcolata mediante o.e. sulle righe,
diamo subito un metodo pratico per determinare A~!.

NOTAZIONE 4.6. Date A, B, € M,(k), (A| B) € M, 2,(k) é la matrice con

R»EAlB) = (ai17 L] 7ai’n7bi17 .. 7b7,n)

OSSERVAZIONE 4.7. (1) Date A,B,M € M, (k),siha M(A| B)=(MA| MB).
(2) Se A € Gl,(k), A=Y (A | I,) = (A7YA | A7) = (I, | A~1), ossia, mediante o.e. sulle
righe, da (A | I,,) si ottiene (I, | A™1), i.e. mediante o.e. sulle righe da A si ottiene A~!.
1

EseMPIO 4.8. Si prova che A = 1 ? ) ¢ invertibile calcolandone 'inversa. Infatti:

(A\I)—1210—>12 10_)10—12_}10—12
7 1 1]0 1 0 —-1|-1 1 0 —-1|-1 1 0 1 1 -1 )
ossia l'inversa di A e A~! = < 711 _21 )

4.2. Algoritmo di eliminazione Gaussiana. L’algoritmo di eliminazione Gaussiana, che
permette di stabilire quando un sistema & compatibile e (in caso affermativo) di trovarne tutte le

soluzioni, consiste nel sostituire?® al sistema assegnato un sistema a scalini?* a esso equivalente .

Descrizione informale dell’algoritmo di eliminazione Gaussiana: Dato il sistema AX = b,
siano B := (A | b) la sua matrice completa dei coefficienti e A’X = b’ il sistema a esso equivalente
ottenuto mediante la riduzione a scalini. Possiamo supporre che
le eventuali righe nulle di A’ compaiano al fondo di A’,

il pivot di ogni riga nonnulla di A’ sia 1,
ogni elemento al di sopra e al di sotto di un pivot sia 0 (di avere cioé una matrice a scalini ridotta).
OSSERVAZIONE 4.9. Notiamo esplicitamente che un sistema lineare, di equazioni in n incognite,

N

associato a una matrice a scalini (ridotta) B’, & compatibile se B’ non ha righe della forma
(0,...,0,%), con*#£0
(ossia, A’ e B’ hanno lo stesso n° r di righe nonnulle), le soluzioni dipendono da n — r parametri.
23Mediante un numero finito di successive o.e. sulle equazioni del sistema.

24Producendo eventualmente righe nulle, che evidenziano la compatibilitd o meno. Se il sistema & compatibile,
per Es. 3.4. possiamo quindi supporre che nella matrice dei coefficienti di (4) nessuna riga sia nulla.



14 2. MATRICI E SISTEMI

Xi+Xo+X5+Xy=1
ESEMPIO 4.10. Dato 4 12Xz + Xy 4 Xy =2 si ha:
X1+ Xo+2X3+2X, =2
3X1+3Xo+2X3+3X,=1
1 1 1 1|1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
B— 2 2 1 112 . 00 -1 -1 0 - 0o 0 -1 -1 0 .
1 1 2 2|2 0 0 1 1 1 0 0 O 0 1
3 3 2 3|1 0O 0 -1 0 |-2 0 0 O 1 | -2
1 1 1 1 1 1 1 0 O 1
. 0o 0 -1 -1 0 - 0 0 1 0 2 5
0 0 O 1 | -2 0O 0 0 1|-2
0 0 O 0 1 0 0 0 O 1

Poiché il sistema lineare associato a B’ ¢ contraddittorio, lo ¢ anche quello associato a B.

5. Caratteristica di una matrice

DEFINIZIONE 5.1. La caratteristica di una matrice A € M, n, (k) & il massimo numero p(A) di
righe o colonne®® 1.i. di A.

ESERCIZIO 5.2. (1) Provare che p(A) < min(m,n).
(2) Provare che p(A) = p(*A).
(3) Provare che se B ¢ sottomatrice di A, si ha p(B) < p(A).

PROPOSIZIONE 5.3. Data A € My, 1 (k), se B € My, (k) é ottenuta mediante una successione
di o.e. sulle righe di A si ha

p(4) = (B).
Dim. Basta provarlo per una sola o.e.. Chiaramente sia F; ; che E;(c) non alterano p; sia allora
A’ la matrice ottenuta da A mediante E;;(c), si ha Rfl = RJA, Vj#ie R;“/ =R+ ch pertanto:

Ogm = Z aRy = Z arR) + ai(RA + ch) = Z arR} + (a;c + aj)Rf,
(=1 o 7
ossia, una c.l. nulla delle righe di A’ da luogo a una c.l. nulla delle righe di A, vale anche il viceversa.

PROPOSIZIONE 5.4. (1) Date A € My, n(k), B € M, ,(k) = p(AB) < min(p(A), p(B)).
(2) Date A € Gl (k), B € My, 5(k),C € Gl,,(k) = p(AB) = p(B) = p(BC).

Dim. (1) : siano A = (a;;), B = (bjs) e RE, RAP rispettivamente le righe i-esime di B e AB, si

ha RAP = 32 ainf, ossia ogni riga di AB ¢ c.l. delle righe di B, dunque p(AB) < p(B), inoltre,
j=1

p(AB) = p("(AB)) = p("B*A) < p(*A) = p(A). (2) : si ha p(AB) < p(B) = p(A~'AB) < p(AB),
ossia p(AB) = p(B) e analogamente p(BC) < p(B) = p(BCC~1) < p(BC).

TEOREMA 5.5. Data A € M, (k), si ha A € Gl,,(k) < p(A) =n.

Dim. Se A € Gl, (k) si ha n = p(I,) = p(AA™1) = p(A). Viceversa, se p(A) =n, R{,... RA
costituiscono un s.d.g. di k™?6. In particolare Vi, 1 <i < mn,3b;1,...,bin € k tali che RiI" =Eu =

25Gi dimostra che i due numeri coincidono.
26Vale infatti il seguente risultato, che noi non dimostriamo:
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> bin]A, posto quindi B = (b;;) € M,,(k), la matrice di tutti i coefficienti che esprimono tutte le
j=1
righe di I,, come c.l. di quelle di A, si ottiene: I,, = BA, ie. A € Gl, (k).

DEFINIZIONE 5.7. Una sottomatrice p X ¢ di una matrice A € M,, (k) ¢ una matrice costituita
dagli elementi di A comuni a p righe e ¢ colonne fissate di A.

Sel<ip<ig...<ip<mel< g <ja...<js <n, lasottomatrice corrispondente ¢ denotata
Alir, .o yip | J1y -5 dq)
TEOREMA 5.8. Data A € M, . (k), p(A) ¢é il massimo degli ordini delle sottomatrici quadrate
invertibili di A.
Dim. Siano r il massimo degli ordini delle sottomatrici quadrate invertibili di A e p = p(A), si ha

r < p.Se RA ...,Rg‘i sono Li., posto B := A(i1,...,4, | 1,...,n) si ha p = p(B) = in particolare

717

3 C’g, cee g colonne di B che sono Li.. Posto C' := B(1,...,p | j1,...,j,) si ha C € Gl,, (k). Ma,
C:=A(i1,...,i | j1,...,]p) € una sottomatrice quadrata invertibile di A, pertanto r > p.

6. Il teorema di Rouché-Capelli

TEOREMA 6.1. Il sistema (4) é compatibile se e solo se

p(A) = p((A | b)),

in tal caso (4) ha o™ ~P soluzioni, dove p = p(A).

Dim. Un vettore o :=" (avq, ..., ay,) € k™ & soluzione di (4) se e solo se Ao = b, i.e. a1CY +

o+ a0 =bie be<Cl,...,C® > questo accade se e solo se p(A) = p((A | b)).
Se (4) e compatibile e p = p(A), possiamo supporre che le prime p equazioni siano li. e
sostituire (3) con il sistema equivalente:

©

aple + e+ amem = bp

Applicando Deliminazione Gaussiana a (6), nessuna equazione si riduce a 0 = 0 (altrimenti
sarebbe 1.d. dalle precedenti), pertanto (6) si riduce a un sistema a scalini di p equazioni che
possiede co™ " soluzioni, quindi anche (4) ha co™~* soluzioni.

7. Determinante di matrici quadrate

NOTAZIONE 7.1. D’ora in avanti?’, data la matrice A, anziché R{, CY scriveremo A;, A7.

LEMMA 5.6. [Lemma di Steinitz (1871-1928)] Dati V uno spazio vettoriale, F' = {f1,..., fn} un sistema di
generatori e G = {v1,...,vm} CV un sottinsieme. Se m >n = G ¢& linearmente dipendente.

Da cui discende che Vv € k™, {v, Rf, RN R;‘}} € un insieme l1.d. e quindi I\, A\1,..., An € k tali che Av—i—)\lRf +
oo+ A RA = Oxn e siccome p(A) = n = Rf’, ..., RA 14, necessariamente \ # 0 e quindi v €< Rf‘, oo, R >
27per semplificare le notazioni.
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Data A € M, (k), vogliamo definire un’applicazione (detta determinante di A)

d: M,(k) — k tale che Ay,..., A, l.d. <= d(A) = Ok.
Sen=1, A= (a11) € Mi(k), A1 1.d. <= ay; =0k, sipone d(A):=a;.
Sen=2 A= " 92 )¢ (k), sono condizioni equivalenti:

a1 a22
(1) Al,AQ 1d,
(2) anage — ajzaz = Ok.
Se una fra Ay, Ay ¢ nulla chiaramente (1) e (2) valgono. Sia dunque A; # Oy2 # Ag, se Ay, Ay
sono 1.d. I\ € k* : A1 = )\AQ, i.e.aH = )\CL21,LL12 = )\CLQQ, ossia, Ok = ACL21€L22 — /\a22a21 =
a11G22 — G12a21. Viceversa, aiiags — a1aas; = Ok da la combinazione lineare nulla non banale?®
a22A1 — a12A2 = (a22a11 — a120a21,012022 — a12a22) = (0k70k)7 si pub allora porre
ailp a2
a1 a2

L’esistenza di d : M, (k) — k tale che Ay,..., 4, l.d. <= d(A) = O, & cosi provata per n = 1, 2.
Proprieta del determinante (per n = 2)%9 :

1. se Ay = \B+ ,uB’, B = (au,alg), B = (0411,0412), si ha:
Aair + poir Aare + pogs

d(A) =

= aii1G22 — a12a21-

d(A) =
( ) a21 a22
= (a1 + pair)age — (Aaiz + paie)ag = Aai1a2 + pan1a22 — Aai2a21 — floviaaor =
- le a2 T 11 Q12 | _ A(B, As) + ud(B',Ag);
21  A22 azi

2. d(AQ,Al) = 7d(A1,A2);

3. d(IQ) = d(el,ez) =1.
da cui risulta che la funzione determinante di ordine 2 e:

o multilineare  (ossia, lineare su ogni riga),

e alternante  (ossia, scambiando fra loro due righe il determinante cambia segno);

e unitaria (ossia, d(I3) = 1).
Multilinearita, alternanza e unitarieta caratterizzano la funzione determinante di ordine
2, verifichiamo infatti che se d : My (k) — k le soddisfa, allora 6(A) = a11a22 — aizae;.
Se A = Z; Z;j ,essendo A1 = aj1e1 + aises, As = as1e1 + asses, si ha
d(A) = a110(e1, A2) + aizd(er, A2) = arra1d(er,e1) + arazd(er, e2) + ajzazid(es, e2) +
0120215(627 61) = 11022 — A12021.

Possiamo quindi dare la seguente definizione:

DEFINIZIONE 7.2. Una funzione determinante di ordine 2 & un’applicazione
d: Ms(k) — k,  multilineare, alternante e unitaria.

Vogliamo provare ora che anche per ogni n > 3 esiste un’unica applicazione:
d: M, (k) — k, multilineare, alternante e unitaria.

Sia d : M, (k) — k, un’applicazione multilineare, alternante e unitaria, si ha:

28Perché 0y2 # Ag!.
29Valgono in modo banale anche per n = 1!
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e Se A ha una riga nulla, d(A) = 0. Sia A; = Oxn, pensando A; = Oy - B risulta d(A) =
d(Ar, ..., A) = d(Ay,...,06B, ..., Ay) = Ok -d(Ay, ..., B, ... Ay) = Ok
Se A ha due righe uguali, d(4) = 0. Sia A; = A;,7 # j, risulta

d(A) = d(Ay, ... A, .. AL A =
= —d(Ay,...,Aj,.. ., A, ... A,) = —d(A), ossia d(A) = 0;

Se le righe di A sono 1.d., d(A) = 0. Sia A; €< 4,4, ..., ;1\2-, oo Ap > risulta A; = Y0 NA,
i#]

e quindi d(A) risulta essere una c.l. di determinanti di matrici o con due righe uguali o
con una riga nulla, cosi d(A) = Ok come affermato;

Se A ¢ diagonale o triangolare (inferiore o superiore), d(A) = a11 - agg -+ Gpyp. Se A &
diagonale, 4; = ae;,V1 < i <n = d(A4) = d(A1,...,A,) = a11 - a2 apny - d(I,) =
a11 - Q22" Apn-

Proviamo che se A ¢ triangolare con a;; = Ok per qualche 4,1 < i < n, d(A) = Ok, se A; =

(Oky -+, 0k, @ity - -+, Qip ), Tisulba < Ay .o Ay >C{(zq,...,zp) EK" iy =20 = -+ =
2, =0k} =< e€iy1,...,6, >, essendo #{A;,..., A} =n—i+1e#{eir1,...,n} =n—1,
le righe A;, ..., A, sono l.d. e quindi d(A) = 0) come asserito®’.
In generale, se A & una matrice triangolare e A; = (ay1,...,a1,), si scrive A; = By + Cj,
con Bl = (all,Ok, N Ok), Cl = (Ok,alg, ceey aln) €

d(A) = d(Ay,...,A;) =d(B1+C1,As,...,A,) =

VA
= d(By,As,...,An) +d(Cy,As, ..., Ap) =
= d(B1,As,...,Ap) + O,
(O, a9, - .. ,a2,) = Ay = By + Cy, By = (O, a22, O, . .., 0x), Co = (Ok, Ok, as3, ..., as,) €
d(A) = d(By,As,...,A,)=d(B1,By+Cs,...,A,) =
= d(By,Bs,...,A,) +d(B1,Co,..., Ay) =
d(By, Ba, As, ..., Ap) + O,

e cosi via, con B; = e;a;;, fino a d(A) = d(B), B = (B1, Bz .. ., B,) matrice diagonale, con
bii = a4, Vi.

e Se A’ & una matrice triangolare ottenuta da A mediante o.e., siha d(A4’) = 0y < d(A) =
Ox. Le o.e. di tipo E; j(c) non alterano il determinante, dobbiamo quindi tenere conto solo
delle o.e. di tipo E; ; (ciascuna delle quali lo altera per un fattore —1) e delle o.e. di tipo
E;(c) (ciascuna delle quali lo altera il per il fattore ¢), pertanto, se A’ & ottenuta da A via
r scambi di righe e s moltiplicazioni di righe per scalari nonnulli ¢y,...,cs € k, avremo
d(A") = (=1)"¢1---csd(A) e quindi d(A) = (=1)"c; e tbig - bpny b, 1 < i < m,
elementi della diagonale principale di A’. Ossia la tesi, essendo d(A4) = vd(A’), con vy # O.

PROPOSIZIONE 7.3. Per ogni n € N*, 3! applicazione
d: M,k) — k, multilineare, alternante e unitaria.
Dim. Proviamo 'unicita: siano d,d’ : M, (k) — k, multilineari, alternanti e unitarie, calco-

liamo d(A) e d’(A) riducendo A a forma triangolare A’, avendo provato sopra che valgono d(A’) =

30provare che una matrice triangolare A ha righe 1.d. se e solo se con o.e. sulle righe di tipo E; j(c) (che
manifestamente non alterano il determinante) pud essere trasformata in una matrice (triangolare) A’ con af;, = Ox
per qualche i.
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d'(A") = b1y bpn,d(A) = d(A") e d'(A) = d'(A’), abbiamo la tesi. Quanto all’esistenza, proce-
diamo via induzione: abbiamo gia visto che d(A) = a1, per n = 1, e d(A) = ai1az2 — ai2az1,
per n = 2, soddisfano, supponiamo quindi di avere definito una funzione d : M, _1(k) — k,
multilineare, alternante e unitaria (unical), se A = (a;;) € M, (k), con A;; indichiamo lo scalare:
(1) d(A(L,...,4,...,n|1,....,%,...,n)), detto cofattore®" di aij,
definiamo due applicazioni d; : M, (k) — k e d’ : M,,(k) — k, ponendo V1 <i,j <n:
di(A) == a;1 A + -+ ainAin  sviluppo rispetto alla i — esima riga,

d7(A) = a; A1+ -+ anjAn;  sviluppo rispetto alla j — esima colonna,
essendo entrambe multilineari, alternanti e unitarie, esse coincidono (per I'unicita)32.

OSSERVAZIONE 7.4. Discende dalla definizione data che il calcolo di un determinante di ordine
n si riduce al calcolo di n determinanti di ordine n — 1, ciascuno dei quali si riduce al calcolo di
n — 1 determinanti di ordine n — 2, ecc. Ci si riconduce cosi al calcolo di determinanti di ordine 2
o 3; per i determinanti di ordine 3 3 regole di calcolo pratiche, e.g. la regola di Sarrus:

a1 a2 ais a1 a2 aisz | aix a2
Data A = as1 Q22 A23 , basta scrivere A’ = a21 Q22 Q23 | G21 Q29 , e prendere col
a3y asz a33 asz1 asz a3z | a31  AaA32

segno positivo i prodotti degli elementi sulle tre ‘diagonali’ da sinistra a destra, col segno negativo
i prodotti degli elementi sulle tre ‘diagonali’ da destra a sinistra, ossia

d(A) = (11022033 + 012023031 + A21032013 — 413022031 — 011023032 — G12021G33-
DEFINIZIONE 7.5. Un minore di ordine p < min(n,m) di A € M,, (k) ¢ il deteminante di una

sottomatrice p x p di A.

ESERCIZIO 7.6. (1) Siha d(A) =d(*A), VA € M,(k).
(2) Metodo efficiente per il calcolo di d(A), se A € M,(k),n > 0, ¢ la riduzione Gaussiana.
(3) Provare che d(A4) # 0x <= p(A) =n, A € M, (k).
(4) Provare che se A € M, »(k), p(A) ¢ il massimo ordine dei minori nonnulli.

1 -1 2
(5) Data A= 0 2 3 |, calcolare Agy e Aos.
1 2 0

Ricordiamo infine, senza dimostrazione, alcuni teoremi importanti:

TEOREMA 7.7 (2°33 Teorema di Laplace (1749-1827)). Data una matrice A = (ap;) € M, (k), ¥ 1 <
i# 7 <mn, si ha:

(1) ainAji+ -+ aimAjn =0,
(2) a1y + -+ anidn; = 0%

310 anche complemento algebrico.

32Possono quindi entrambe essere chiamate funzione determinante. Data A € M,y(k), per indicare il suo
determinante invece di d(A) si usa anche la scrittura |A|.

33La definizione di determinante data & semplice concettualmente, ma non ¢ la classica, che lo sviluppo rispetto a
una riga o colonna qualsiasi dia il determinante della matrice & precisamente ’enunciato del 1° Teorema di Laplace.

343i afferma che moltiplicando gli elementi di una riga (o colonna) per i complementi algebrici di un’altra riga
(o colonna) si ottiene O, in effetti, cosi si calcola il determinante di una matrice con due righe (o colonne) uguali.
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DEFINIZIONE 7.8. Se A € M, (k),I = {i1,....ip},J = {j1,-- - dph, 1 <p<m,
ar,y indica la sottomatrice A(i1,...,0p | j1,---,Jp),

il complemento algebrico Ay ; di ary ¢ il determinante della sottomatrice di A ottenuta cancellan-
done le righe i1, ...,i, e le colonne ji,..., j,, preso col segno (—1)i+ Fiptjit+ip,

TEOREMA 7.9 (3° Teorema di Laplace). Data A = (ap;) € M, (k) e fissate p righe di indici

R={r1,...,mp} (rispettivamente, fissate q colonne di indici S = {s1,...,54}) si ha:
d(A) = > ar ARy, d(A)= > arsArs.
J={j1<-<jp} I={i1<-<igq}

TEOREMA 7.10 (Teorema di Binet (1786-1856)). Date A, B € M, (k) si ha:
d(AB) = d(A)d(B).

8. Regole di Cramer e Kronecker

Usando i determinanti si puo stabilire se una data A € M, (k) ¢ invertibile, calcolarne I'inversa
e risolvere un sistema (4) con A € Gi,, (k).

Esgrcizio 8.1. (1) AeGl,(k) < d(A) # Ok.
(2) Se d(A) # Ok, A™! = (), con a;; = ﬁAﬁ, e Aj; complemento algebrico di a;; € A.
(3) Se A € Gl,(k), d(A~Y) =d(A)~L.

1 0 1
EsEmMPIO 8.2. Data A= | 2 1 2 |, calcolare A~! usando i cofattori.
1 1 2
1 2 2 1 . .
d(A)=1 ‘ 1 9 ‘—i—l ‘ 11 ‘ =1# 0,0ssia A € Gl3(R), inoltre A3 =0, A0 =1, A15 =-1, Ayy =-
0 1 -1
2,A20 =1, Ap3 =0,A31 =1, A3 = —1,A33=1¢ quindi Al = -2 1 0
1 -1 1

TEOREMA 8.3 (Teorema di Cramer (1704-1752)). Se A € Gl,(k), il sistema (4) ha un’unica
soluzione:
A;

B:t (615"'aﬁn) con ﬂz:m

dove A; ¢ il determinante della matrice ottenuta da A sostituendo b a C'.
Dim. Siha AB=b= 3= A"'bcon 3 = ﬁ > Ajbi, 1 <i<n.
j=1

EseEmMPIO 8.4. Studiare al variare del parametro reale A il sistema lineare

A=DX+A+DY +AZ =) A—=1 A+1 Al
(7) A+1DY +AZ=0 , (AB)=| 0 X+1 A|[A |,
A=1)X + +AZ = A A=1 0 AlA
A—=1 A+1 A
d(A) = 0 A+1 A [=2A2 =D +AXA=1) = A\ —1) = A\(\? —1),da cui:

A—1 0 A
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-1 1 010
se A\=0,(A|B) = 0 1 0[]0 |,p(A)=p(AB) =2, (7) ha oo’ soluzioni,
-1 0 00
0 2 1)1
seA=1,(AB)= 0 2 1|0 |, p(A)=2,p(A|B) =3, (7) & incompatibile,
0 0 1]1
-2 0 —-1|-1
se A\=—1,(A|B) = 0 0 —1| 0 |,p(A)=p(A|lB)=2,(7) ha oo soluzioni,
-2 0 —-1|-1

VA #0,1,—1, (7) ha un’unica soluzione.

Il calcolo della caratteristica di una matrice implica, per Es. 7.6.4. il computo di un grande
numero di minori di ordini via via crescenti, diamo un metodo per semplificarlo.

DEFINIZIONE 8.5. Date una matrice A e una sottomatrice B di ordine p, si dice minore (di
ordine p+1 di A) ottenuto orlando il minore |B| il determinante di una sottomatrice di A ottenuta
aggiungendo una riga e una colonna a B.

TEOREMA 8.6 (Teorema di Kronecker). Una matrice A, di tipo m x n, ha caratteristica p se:

e 1 un minore nonnullo di A avente ordine p,
o tutti 1 minori di A, di ordine p+ 1, ottenuti orlando il minore di ordine p nonnullo di cui

sopra, sono nulli.

1 2 0 -1 1 2 0 -1
o1 1 -1 . 0 1 1 -1
EsgEmMPIO 8.7. Data A = 11 -1 o0 , calcolare p(A). Siha A — 0 -1 -1 1
1 0 -2 1 0o -2 -2 2
Pertanto p(A) > 2, giacché ’ (1) ? #0 e p(A) < 3, giacché d(A) = 0. I minori di ordine 3 di A
sono (3) - (3) = 16, per il Teor. di Kronecker basta calcolarne (%) - (3) = 4, precisamente, essendo:
1 2 0 1 2 -1 1 2 0 1 2 -1
01 1 |=/01 -1|=|01 1 |=]0 1 —-1]=0, sihap(A)=2.
1 1 -1 1 1 0 1 0 -2 1 0 1




CHAPTER 3

VETTORI

1. Vettori applicati e vettori liberi

DEFINIZIONE 1.1. Un wettore applicato dello spazio ordinario o segmento orientato (abbreviato
v.a.) ¢ il dato di una coppia ordinata (A, B) di punti dello spazio detti A punto iniziale o punto di
applicazione, B punto finale o secondo estremo. 1l v.a. di estremi A e B ¢ denotato B — A.

OSSERVAZIONE 1.2. Un v. a. B — A individua (ed & individuato da):

e il punto di applicazione A,
la direzione (della retta congiungente A e B, detta retta di applicazione),
il verso (da A a B lungo la retta di applicazione),

il modulo (numero reale, positivo o nullo, che misura la lunghezza del segmento di estremi
Ae B).

DEFINIZIONE 1.3. Due v. a. B— A e D — C sono equipollenti, in simboli B— A= D — C, se
hanno gli stessi direzione, verso e modulo?.

OSSERVAZIONE 1.4. L’equipollenza & una relazione di equivalenza® nell’insieme dei v.a., la
classe di equipollenza di un v.a. e I'insieme dei v.a. a lui equipollenti.

DEFINIZIONE 1.5. (1) Un wvettore libero, o semplicemente, vettore dello spazio & una classe
di equipollenza di v.a..

(2) Se B— A & un v.a. e u ¢ il corrispondente vettore (libero) si scrive B — A € u e si legge
B — A ¢ un rappresentante di u o anche u ¢ la classe di equipollenza di B — A e, meno
bene, ma pit brevemente, u = B — A. Il modulo di u, indicato ||u|?, & il modulo di un
rappresentante qualsiasi di w.

(3) 11 vettore libero individuato da un v.a. con punto iniziale e secondo estremo coincidenti?
¢ detto vettore nullo e denotato 0°.

PRrROPOSIZIONE 1.6. Dati un v.a. B— A e un punto O € ¥ =3I v.a. P— 0 =B — A.

Dim. Possiamo supporre A # B e O non appartenente alla retta AB, conduciamo da B la retta
|| ad AO e da O la retta || ad AB. Detto P il punto comune a queste due rette, P — O = B — A.

COROLLARIO 1.7. Fissato O € X, la corrispondenza che associa a ogni vettore (libero) w ['unico
vettore, della classe di equipollenza u, applicato in O é biunivoca.

1O, equivalentemente, il quadrilatero di vertici A, B,C, D & un parallelogramma (inclusi i casi degeneri).

2QOssia & una relazione riflessiva, simmetrica e transitiva.

3Indicato anche |ul, la scittura ||u|| & preferibile quando si voglia distinguere il modulo di un vettore dal valore
assoluto di un numero.

15 quindi da tutti i v.a. con estremi coincidenti, che sono chiaramente equipollenti tra loro!

5n.b. 0 ha nullo il modulo, indeterminati la direzione e il verso.

21



22 3. VETTORI

2. La struttura di spazio vettoriale

Sull’insieme V' dei vettori (liberi) di ¥ sono definite ‘in modo geometrico’ le seguenti operazioni:

e addizione: siano u,v € V. conu = B—Aev =D — Ae C € ¥ il punto del piano
individuato da A, B, D tale che ABCD sia un parallelogramma, si pone

u+v:=C—A, tale u+v €V & dettosommadi u e v,

e moltiplicazione per scalari: siano 0 # u € V, A € R*| il prodotto di u e A\, denotato Au, & il
vettore con la stessa direzione di w, ||[Au|| = |A|||u]|, il verso concorde o discorde con u, a
seconda che A > 00 A\ < 0;

—se A =0 € R oppure u = 0, si pone Au := 0,

V con le operazioni di addizione e moltiplicazione per scalari ¢ un R-spazio vettoriale®.
n.b. Finora abbiamo usato solo il || tra rette e il confronto di lunghezze di segmenti su rette ||,
senza confrontare segmenti qualsiasi né misurare ’angolo di due semirette o usare il concetto di L .

NOTAZIONE 2.1. Fissato un riferimento cartesiano ¢(O;x,y, z) (vedi Cor. 1.7.):

— a ogni vettore (libero) w si associa 'unico v.a. P — O € u,

— a ogni v.a. P — O si associano le coordinate cartesiane di P in o,
cid da una c.b.u. tra V ed R3, che consente di identificare i due insiemi”.

Scrivendo u = (a, b, ¢) si intende che & stato fissato un riferimento cartesiano o(O;x,y, z) e che,
posto P — O = u, si ha P(a,b,c). Inoltre, via uguaglianza e similitudine di triangoli, si traducono
in termini di coordinate le operazioni ’geometriche’ di addizione e moltiplicazione per scalari.

Pit precisamente, dati u = (a,b,c),v = (a’, V', '), a,b,c,a’,b', ', X € R, si ha:

Hutv=(a+ad,b+V,c+),

i) Au = (Aa, \b, \c);
se A(al, as, ag), B(bl, bQ, b3)

111) B-A= (bl — al,bg — ag,bg — CL3);
se P(z,y,2z) € X con P— O =B — A% essendo P — O = (B —0) — (A—0),

iV) (Qi,y, Z) = (bl — ay, b2 — asz, bg — CL3).

Le operazioni geometriche sui vettori dello spazio vettoriale V' dei vettori (liberi) di ¥ si esten-
dono formalmente alle operazioni sullo spazio vettoriale R™ (anche per n > 3).

6Considerazioni geometriche assicurano infatti le seguenti proprieta, per ogni u,v,w € V, A\, u € R:

SV 1 la somma di vettori (liberi) & associativa, ossia, si ha: u+ (v+w) = (u+v) + w e si scrive semplicemente
w4+ v+ w;

SV 2 il vettore nullo 0 soddisfa u+ 0 =u =0+ u;

SV 3 —u:=A— B ¢&lopposto di u infatti si ha v+ (—u) =0;

SV 4 la somma di vettori (liberi) & commutativa, ossia, si ha: v+ v =v + u;

SV 5 la moltiplicazione per scalari & omogenea, ossia si ha: (Ap)u = A(pu),

SV 6 la moltiplicazione per scalari & unitaria, ossia si ha: lpu = u;

SV 7 l’addizione tra scalari & distributiva rispetto alla moltiplicazione tra scalari e vettori, ossia si ha: (A+p)u =
Au + pu,

SV 8 l’addizione tra vettori & distributiva rispetto alla moltiplicazione tra scalari e vettori, ossia si ha: A(u+v) =
Au + Av.

"Incluse le strutture di spazi vettoriali reali.
80ssia OABP parallelogrammal
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DEFINIZIONE 2.2. (1) Seu,v eV, o(0O;z,y,z) é un s.d.c.c. suX, P—-O=u,Q—0 =
e O, P,Q sono allineati, si dice che u ¢ v sono paralleli”.

(2) Sew,v,w e V,0(0;x,y,2) éun sistema di coordinate cartesiane su X, P—0 =u,Q—0 =

v, R—0 =w, e punti O, P,Q, R sono complanari, si dice che u,v e w sono complanari.

PROPOSIZIONE 2.3. Siano o(O;z,y) (risp. o(O;x,y,z)) sistemi di coordinate cartesiane or-
togonali del piano (risp. dello spazio).
Se u = (a,b), A(ay,as), B(b1,bs) (risp. v = (a,b,c), A'(a1,a2,a3), B’ (b1,ba,b3)), si ha:

ul| = Va?+b2, |B—A|= \/(bl —a1)?+ (b2 — a2)?,

loll = Va2 + 82 + 2, [|B' = A'l| = /(b — a1)? + (b2 — a2)? + (b3 — a3)*.

DEFINIZIONE 2.4. (1) Un versore é un vettore di modulo 1;
(2) il versore associato a un vettore v ¢ il versore con egual verso e direzione di v°, ossia:
vers(v) 1= Tl
b

(3) se u=(a,b) = vers(u) = (\/azaW’ m),

(4) seu= (av b, C) = VeI‘S(U) - ( a2+abz+cz )7 \/a2+bb2+02)7 \/a2+(;)2+02);

(5) l'angolo (convesso) di due v.a. é l’angolo 0 < § < 7 formato da due semirette uscenti da
uno stesso punto, || alle rette di applicazione dei v.a. e aventi lo stesso verso dei medesimi.
Essendo l’angolo di due wettori applicati invariante per equipollenza, si puo parlare di
angolo di due vettori (liberi) u,v € V, indicato uv;

3. Prodotto scalare
LEMMA 3.1. Siano u = (a1,az2),v = (b1,by) € R?\ {Oge}, si ha: u L v <= a1b; + azby = 0.
Dim. Siano A— O =u,C — A=v,C — O =u+wv, essendo u+ v = (a1 + by, as + b9), si ha:
lu+vl? = (a1+b1)+ (ag + b2)? = a2 + b? + 2a1by + a2 + b2 + 2a3by =
= [lull® + [lv]]* + 2(a1b1 + asb).

11 teorema di L. Carnot(1753-1823) applicato al triangolo OAC' dice che il triangolo & retto in A
(ossia u L v), <= |lu+v|? = ||[ul|® + |[v||* < (a1b1 + a2b2) =0

OSSERVAZIONE 3.2. Si prova in modo simile che se u = (a1, as,as),v = (b1, by, b3) € R\ {Ops},
siha: u L v <= a1by + asby + azbs = 0.

DEFINIZIONE 3.3. Il prodotto scalare (standard) di u = (uy,...,uy),v = (vi,...,v,) € R?1 &
n
lo scalare

2

PROPOSIZIONE 3.4. Per ogni u,v,w € R™, \,u € R si ha:

a;b; = a1by + ...+ apb,, indicato u.v,
1

(1) uv=vu simmetria,
(2) Au+ pw)w = Au.w) + p(v.w) linearita,
3) vu=|ul|?>0, uu=0 < u=0 positivita.

9In simboli si scrive u || v.

10Chiaramente la definizione & fatta su un rappresentante qualsiasi!

Hyn vettore di R™ & indifferentemente indicato v o x, a seconda che si privilegi il suo significato di vettore dello
spazio vettoriale V= R™ o di punto dello spazio affine R™.
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Dim. Tutte le implicazioni seguono facilmente dalla definizione.

Per n = 2,3 il prodotto scalare ha la seguente interpretazione geometrica'?.

TEOREMA 3.5. Se u,v € R?\ {Og2}, = w.v = |Jul|||v]| cos uv.

Dim. Siano ¢(O;z,y) un sistema di riferimento, u = A— 0O, v =B - 0,0 =uwed rla L a OB
passante per O. Tracciamo da A le | ar e OB, se B' — O = (JJul cos@)vers(v) e w=A"— O, (A’
proiezione ortogonale di A su r) si ha u = (A" — O) + (B’ — O) = w + (J|Ju|| cos O)vers(v) e

wv = w.v+ (||lul| cosB)vers(v).v =0+ (||ul cosO)vers(v).||v||vers(v) =
= ||lu|| cosB||v||vers(v).vers(v) = ||ull||v|| cos .
DEFINIZIONE 3.6. (1) Dati due vettori u,v € V3 v # 0, il vettore proiezione ortogonale
diusuw e
u.v ()
—vers(v),
[[o]

mentre la componente di u su v é
u.
lo]l”
(2) I coseni direttori di un vettore u sono i coseni degli angoli che u forma coi versori degli
assi coordinati.
(3) il vettore proiezione ortogonale di un v.a. B — A su una retta r é il v.a. B’ — A’ con B’
e A’ rispettivamente proiezioni ortogonali di B e A su r.
(4) Il vettore (libero) proiezione ortogonale di w € V lungo una direzione r ¢é il vettore (libero)
rappresentato dalla proiezione ortogonale su r di un qualunque rappresentante di u;
(5) il versore di una retta orientata r ¢ il versore di un suo vettore direzionale;
(6) la componente di un u € V lungo la direzione e il verso di una retta orientata r di versore
€ e il numero reale A tale che \e sia il vettore proiezione ortogonale di u lungo r.

OSSERVAZIONE 3.7. Dato u = (a,b,c), le coordinate di u sono le componenti di w sui versori
degli assi, mentre i coseni direttori di u sono le coordinate di vers(u).

PROPOSIZIONE 3.8. Dati 0 # v,u € V, il vettore proiezione ortogonale di u su v é
|lue|| cos uvvers(v).

Dim. Segue facilmente dalla definizione.

4. Prodotto vettore

DEFINIZIONE 4.1. Dati u = (a1,a9,a3),v = (b1,ba,b3) € V, il prodotto vettoriale di u e v
(denotato u x v & il vettore:
(agbz — azba, azby — arbz,a1by — azby).

OSSERVAZIONE 4.2. Dati u = (a1,a2,a3),v = (v1,v2,v3) € V, le coordinate di u X v sono i
minori, presi a segni alterni, ottenuti cancellando -ordinatamente- le colonne della matrice*

a;p az ag
by by b3 )’
12Noi diamo la dimostrazione solo per n = 2.

By = R2V = R3.
MLe cui righe sono le componenti di u e v.
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LEMMA 4.3. Il vettore u x v € ortogonale sia a u che a v.

Dim. Avendo entrambe due righe uguali, le matrici

ap a2 asg ap a2 asg
by by b3 |,| b1 b2 b3
ay az as by b2 b3

hanno determinante nullo. Posto u x v = (aq, a2, a3) e sviluppando rispetto alle terze righe si ha
aioq + asos + azas = 0 = by + boas + bsas.

OSSERVAZIONE 4.4. Il prodotto vettoriale non e associativo, infatti, dati w,v,w € V, si ha in
generale u X (v X w) # (u X v) X w, come dimostra il seguente esempio.

EseEMPIO 4.5. Se u = (1,0,0),v = (1,0,0),w = (0,1,0), si ha: u x v =0gs, v x w=(0,0,1) e
ux (vxw)=(0,-1,0), (uxv)xw = Ogs.

PROPOSIZIONE 4.6. Dati u,v,w € V,\ € R, si ha:

(1) uxv=—-vXxu (anticommutativita),
(2) ux (V+w)=uXxv+uxw (distributivita),
(3) (M) x v = A(uxv) (omogeneita)!®.

PROPOSIZIONE 4.7. Dati u = (a1, a9, a3),v = (b1, b2,b3) € V, si ha:
(1) |lu x v||? = ||ul|?||v]|* = (u.v)® (identita di Lagrange (1736-1813)),
(2) flux vfl = [lull|v] sin @',
(3) uxv=0gs <= ul v

Dim. (1): si ha [ju x v[|* = (a2bs — agbe)? + (ashy — a1b3)? + (ar1bs — azb1)?, e |Jul]?||v]|* —
(uw)? = (a3 + a3 + a3)(b? + b3 + b3) — (ar1by + agbs + aszbs)®>.  (2) : per il Teor. 3.5 si ha
(u.v)? = ||ul]?||v]|? cos® uv, da 1. si ha quindi |ju x v||? = |Jul|?||Jv||>(1 — cos? wv) = ||ul?||v||? sin® wv,
poiché sin uv > 0, essendo 0 < v < 7, == Vsin®uwv = sinwv. (3) : si applica la Def. 2.2.1. a (2).

5. Prodotto misto

DEFINIZIONE 5.1. Dati u,v,w € V, il prodotto scalare di u col prodotto vettore v x w ¢ detto
prodotto misto di u,v,w ed é denotato u.v x w'®

OSSERVAZIONE 5.2. Da Def. 3.3 e 4.1, se u = (a1, as,a3),v = (b1, ba, b3), w = (c1, ca, c3), si ha:

ay az asg
uv Xw = bl b2 bg
1 C2 €3
Esercizio 5.3. Dati u,v,w € V,
1. Provare che u.v X w = w.u X v = v.w X u,
2. Determinare tutti gli altri prodotti misti dei tre vettori e indicarne il valore.
3. Condizione necessaria e sufficiente alla complanarita u,v e w & u.v x w = O*®.

L5Discendono tutte dalle proprieta dei determinanti, in particolare: (—u) X v =—u X v =v X u.
16|, x v|| & I’area del parallelogramma di lati u e v.

Si poteva anche definire geometricamente il prodotto vettoriale deducendone poi le proprieta formali, ma
sarebbe stato pia difficile.

1814 scrittura non & ambigua perché u.(v x w) ha senso, mentre (u.v) X w no.

9Essendo v x w ortogonale a entrambi i fattori, se i tre vettosri sono complanari, lo & anche a u = u.v X w = Og,
viceversa 'annullarsi del numero reale u.v X w dice la dipendenza lineare e dunque la complanarita di u,v e w.
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6. Ancora sui sistemi di riferimento

NOTAZIONE 6.1. — Dati uy, ug vettori non allineati del piano, o(uy,uz) & il s.d.c.c. con
vers(uy), vers(ug) come versori rispettivamente degli assi x e y.
— Dati uy, ug, ug vettori non complanari dello spazio, o(u,us,us) ¢ il s.d.c.c. con vers(uq),
vers(uz), vers(us) come versori rispettivamente degli assi z,y e z.

OSSERVAZIONE 6.2. Risulta o(uy,us) # o(usg,u1); provare per esempio che o(uy,us,us) #
o(ug,u1,usz), ma o(uy,us, ug) = o(uz,us,u).

DEFINIZIONE 6.3. (1) Un riferimento o(uy,ug,us) & orientato positivamente se un osser-
vatore orientato come us vede percorrere I'angolo wjus da u; a us in senso antiorario
(altrimenti, o(uy,us,us) & orientato negativamente).

(2) Un riferimento o(u1,us2) & orientato positivamente rispetto a un vettore w non giacente
sul piano di uy e us, se il riferimento o (uy, ue, w) & orientato positivamente.
(3) Due s.d.c.c. del piano o dello spazio sono concordi se hanno lo stesso tipo di orientazione®’.
(4) Se 0(O;z,y) (risp. 0(O;x,y, z)) sono s.d.c.c. ortogonali del piano (risp. spazio) orientati
. . . C T I
positivamente, i versori degli assi sono indicati** ¢, j (risp i, j, k).
PROPOSIZIONE 6.4. Siano u = (a1,as),v = (b1, ba) due vettori non allineati di un piano, dotato

ap a2

di un s.d.c.c. orientato positivamente. Posto A = b b ) , il riferimento o(u1,us) € orientato
1 02

positivamente <= d(A) > 0.

Dim. Chiaramente o(uj,us) & concorde con o(vers(uy ), vers(uz)).

_ . _ . = cos cosp .
Ponendo vers(ui) = (cos0,sin ), vers(uz) = (cosp,siny), A = sind sing > si ha

d(A) = cos fsin g — cos psinf = sin(p — 6),

ossia, d(A) >0 < 0 < ¢ — 0 < 7. D’altra parte (per la Def. 2.4 (3)),

a; b
az by

d(A) = = [fur | - [luz]l - d(A).

COROLLARIO 6.5. Con le stesse notazioni, o(uy,us) e o(uy,ub) sono concordi <~
d(A)-d(A") > 0.
ESERCIZIO 6.6. Provare che per ogni s.d.c.c. o(uy,us) :

e o(uj,us) e o(ug + Aug, ug) sono concordi, VA € R
e o(uj,us) e o(—uy,us) sono discordi,
e o(uy,us) e o(ug,ur) sono discordi.

OSSERVAZIONE 6.7. Valgono gli stessi risultati per o(u,us,us), con uj,us, ug vettori non
complanari dello spazio dotato di s.d.c.c. orientato positivamente.

201 ’essere concordi & relazione di equivalenza nell’insieme dei s.d.c.c. del piano (o dello spazio).
21$pecia1mente dai fisici, talvolta omettendo le frecce.



CHAPTER 4

Geometria Analitica

Consideriamo sia il piano che lo spazio dotati di s.d.c.c. ortogonali orientati positivamente!.

1. Allineamento e complanarita

TEOREMA 1.1. Dati tre punti A, B, P (nel piano o nello spazio!) sono condizioni equivalenti:

(1) A, B, P sono allineati,
(2) (P A)x (B - A) =0,

se A# B = 1. e 2. sono anche equivalenti a
(3) (P—A)=t(B— A) per qualche t € R.

Dim. (1) = (3) sia A # B, assumendo sulla retta AB il punto A come origine delle coordinate
e il punto B come punto di ascissa 1, I'ascissa di un punto P? ¢ un t € R, ossia, (P — A) = t(B — A);
(1) = (2) essendo A, B, P allineati, P — A || B — A; (2) = (1) abbiamo gia osservato che il
prodotto vettore di due vettori & nullo <= essi sono ||; (3) = (2) segue dalla Def. 3.4.1.

COROLLARIO 1.2. Dati nel piano, un punto Py e un vettore (libero) u, la retta r per Py e L a
u € il luogo dei punti P tali che u.(P — Py) = 0.

Dim. SiaPler,sihaPET <~ (P—Po)X(Pl—P()):O = (P—Po) || (Pl—Po),
essendo Py — Py L w si ha u.(P — Py) =0.

TEOREMA 1.3. Dati quattro punti A, B,C, P nello spazio, sono condizioni equivalenti:
(1) A, B,C, P sono complanari,
(2) (P—A)(B-A)x (C—-A)=0,
se A, B,C non sono allineati & anche equivalente
(3) (P—A)=s(B—A)+t(C— A) per qualche s,t € R.

Dim. Se A, B, C sono allineati, A, B, C, P sono complanari VP e vale (P—A).(B—A)x(C—A) =
0, essendo (B — A) x (C — A) = 0, possiamo quindi supporre che A, B,C non siano allineati.
(1) = (3), dotiamo il piano ABC' del s.d.c.c. che ha il punto A come origine delle coordinate,
la retta AB come asse delle z e la retta AC' come asse delle y, in modo che B(1,0) e C(0,1) e
VP € ABC ha per coordinate una coppia (s,t) € R? ossia, (P — A) = s(B — A) + t(C — A);
(3) = (2) perché il determinante di una matrice con una riga combinazione lineare delle altre ¢
nullo; (2) = (1) perché tre vettori con prodotto misto nullo sono complanari.

COROLLARIO 1.4. Dati nello spazio un punto Py e un vettore (libero) w, il piano w per Py e L
a w é il luogo dei punti P tali che u.(P — Py) = 0.
IPer prodotto vettoriale di vettori del piano, si intende di vettori (a,b,0)) del piano zy in X.

2Appartenente alla retta AB!

27
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Dim. Dati Py, P;, P, punti non allineati del piano 7, P € 71 <= (P—Fy).(Pi—FPy)x(Pa—FPp) =
0.'.(P—P0>L(P]_—Po)X(PQ—Po),ma(Pl—Po)X(PQ—Po)LF:>(Pl—PQ)X(PQ—Po) || u,
ossia (P — Py) L u= u.(P — FPy) =0.

2. La retta nel piano

Il Teor. 1.1 da le equazioni della r congiungente due punti A # B del piano: P € r <= :

(7) P—A=t(B— A) per qualche t € R,
(8) (P—A)x(B-A)=0,

2.1. Equazioni. Posto A(a1,az), B(b1,b2), P(z,y), (I1,12) := (b1 — a1,b2 — ag). L’eguaglianza
vettoriale (7) si traduce in eguaglianza delle componenti dei vettori (liberi) corrispondenti:

9)

= I1t
{x o tGR, (llalQ) 7£ (070)

Yy =as+ It
(7) & detta rappresentazione parametrica vettoriale della retta r,

(9) & detta rappresentazione parametrica scalare di r,
evidenziando le coordinate del punto generico di r, (9) puo essere riscritta:

T (a1 + l1t,as + lgt), teR.
L’eguaglianza vettoriale (8) puo essere tradotta in
X—a, Y—a; O o . X—-—a1 Y—a |
(10) p (( I I, 0 >) =1 ossia ‘ I I, =0
notiamo che (10) & un’equazione lineare nelle incognite X e Y, cioe del tipo:
(11) aX+bY +¢=0 (a,b)+#(0,0)

(8) & detta rappresentazione cartesiana vettoriale di r,
(11) & detta rappresentazione cartesiana scalare di r, o anche, equazione di r.

TEOREMA 2.1. Nel piano ogni retta v ha rappresentazioni parametrica scalare (9) e cartesiana
scalare (11). Viceversa, ogni scrittura (9) e ogni equazione (11) rappresentano una retta.

Dim. La (9) rappresenta la retta passante per A(ay,az), B(ai + Iy, as + l2)3; sia (x0,%0) una
soluzione di (11), ossia:
(¢)  a(X =) +b(Y —yo) =0,
posto u = (a,b), Py(z0,v0), P(z,y), (8) pud riscriversi nella forma: u.(P — Py) = 0.
DEFINIZIONE 2.2. Dati una retta v e A # B € r, il vettore (libero) associato a B — A é detto
vettore direzionale di r (per brevitd v.d.), mentre il suo versore é detto versore direzionale di r.

OSSERVAZIONE 2.3. (1) Se r & data da (9), un suo v.d. € (I1,l2); se & data da (11), un

suo v.d. & (—=b,a).

3Rispettivamente corrispondenti ai valori 0 e 1 del parametro ¢ in (9).
4Che sappiamo essere la retta per Py L a u, vedi Cor. 1.2.
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(2) Una retta r & determinata univocamente da un suo punto A(aj,as) e da un suo v.d.
(I1,12), se l1l2 # 0, un’equazione di r &:
X —a Y —a
(12) 1 25
Il lo
(3) Ogni retta r individua due versori direzionali tra loro opposti, fissarne uno equivale a
fissare un verso su r.

2.2. Coseni direttori e coefficiente angolare.

DEFINIZIONE 2.4. (1) I coseni direttori di una retta r sono quelli di un suo v.d.5.

(2) Dati una retta r, i suoi due versori u, e —u,., e un vettore v, ’angolo vr ¢ il pii piccolo
dei due angoli w0, —y—y (n.b. risulta 0 < 01 < T).

(3) Dati u,v € V, con versori v',v' e A— O, B — O rappresentanti di u',v' applicati in O,
’angolo orientato di u e v, o semplicemenete angolo che u forma con v, denotato uv, ¢é
Uinsieme degli angoli 0 tali che una rotazione di ampiezza 6 porta A a sovrapporsi con B.

(4) Dati un vettore u e una retta r, [’angolo orientato di u e r o {’angolo orientato che r forma
con w, indicato ur, ¢ l'unione degli angoli orientati che i due versori di v formano con wu.

(5) Date due rette r,s, l’angolo orientato di r ed s o l’angolo orientato che r forma con s,

. = . . ..
indicato r$, e I’ angolo orientato che r forma con uno dei versori di s.

OSSERVAZIONE 2.5. (1) Se 0 € o7 si ha: o7 = {0+ 2hw : h € Z);
(2) Un angolo orientato ¢ una classe di equivalenza della relazione definita, sull’insieme degli
angoli, da 6 ~ ¢, se § — ¢ ¢ un multiplo di 27.

EsEMPIO 2.6. Dati u = (1,2),v = (3,1), si ha cosuv = iy = \/55\/5 = g — w =T
poiché | ? ‘ =1—6 = —5 < 0, la rotazione che fa sovrapporre u a v & in senso orario, ossia:

—

1719—% o I%BZW o ﬁ:{Zﬂ'—FQhﬂ',hEZ}.

PROPOSIZIONE 2.7. Dati un vettore v, due rette r e s, € ur e ¢ € us :

(1) @ = {0+ hr: h e Z};
(@) @ = (~ur;
(3) 73={0—¢+hr:heZ}.

—

Dim. Se r Jf all’asse y, tutti gli angoli di ir hanno la stessa tangente trigonometrica 7 € R
e viceversa, V¢ € R determina un insieme di angoli {# + hw : h € Z} aventi ¢ come tangente

—~

= —~
. . . 3 N . . , —
trigonometrica, ossia tan ir € R & univocamente determinata da r e cosi pure tanrs € R.

DEFINIZIONE 2.8. Se r }f all’asse vy, il coefficiente angolare di r & il numero reale

o~

-
m = tan ir.

5n.b. (12) pud essere considerata anche se l1l2 = 0, convenendo che se un denominatore & nullo sia nullo il
corrispondente numeratore. In particolare, se {1 = 0 (risp. l2 = 0) un’equazione di r & X —a; =0 (risp. Y —az =0.)
61.b. i coseni direttori di r sono individuati a meno del segno!
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PROPOSIZIONE 2.9. Se r [t all’asse y, r ha vettore direzionale uw = (I1,13), 11 #0 e m = %‘

/ =
Dim. Se v/ = vers(u) = (I1,15) si ha % = ﬁ—,i, I1 # 0 dove, posto 8 = v/, vale I} = cos 6,1}, =sin6.

COROLLARIO 2.10. Se r } all’asse y, ha equazione aX +bY + ¢ =0 si ha
a
Dim. Sappiamo che un v.d. di r & (=b,a),b # 0.
OSSERVAZIONE 2.11. Ossia, una retta r }f all’asse y & rappresentabile mediante un’equazione
della forma Y = mX + q. Infatti, da aX + bY + ¢ = 0,b # 0 si ricava

a Cc a Cc a Cc

2.3. Mutue posizioni di rette.

PROPOSIZIONE 2.12. Date r [t all’asse y, s i all’asse y, con rispettivi coefficienti angolari m,m’:
1) rls < 14+mm' =0,
(2) ser non & perpendicolare a s si ha: tan7s =
3) r|ls < m=m

= mlfm
1+mm/’>

Dim. (1): ser:y=mX +¢q,s:y=m'X+¢,1+mm’ & il prodotto scalare dei rispettivi
v.d.(1,m) e (l,in\’); (2): se 0 € 5‘),9’ cissihaf—0 crde tan(6 — 0') = %; (3): si ha
r|s < 0¢ers.

TEOREMA 2.13. Dater: aX +bY +c=0,7": d/ X +VY +¢ =0, siano A = ( Z, b ),B:

(“, b C,):»pm)zu:

a c
(1) p(A) = p(B) =2 <= r er’ sono incidenti e distinte,

(2) p(A) =1,p(B) =2 < 1 e’ sono | e distinte,

(3) p(A) =p(B) =17 < 7 e sono || e=.

Dim. Basta applicare il teorema di Rouché-Capelli al sistema dato dalle equazioni delle rette.

OSSERVAZIONE 2.14. Dal Teor. 2.13. ricaviamo che una retta individua i suoi coefficienti a
meno di un fattore di proporzionalita.

2.4. Fasci di rette.

DEFINIZIONE 2.15. Il fascio di rette di centro un punto Fy, denotato ®p,, é l’insieme delle rette
passanti per Py.

PROPOSIZIONE 2.16. Dati Py(zo,y0) er,7' € ®p,, 7:aX +0Y +¢c=0,7":a/ X +bY + =0,
V(A ) € RPN\ {(0,0)}, AaX +bY +¢)+puld X +0Y + ) =0 definisce una retta di ®p,.
Dim. Si ha (\a + pa’, \b+ ub') # (0,0)% e A azo + byo + ¢) + pu(a’zg + b'yo + ') = 0.

"Notiamo che p(A) = p(B) =1 <= (a’,b,¢/) x (a,b,¢) <= o’ = Aa,b’ = Ab, = Ac, per qualche A € R*.

. a b
8Infatti p( Y ) =2.
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PROPOSIZIONE 2.17. Nelle stesse ipotesi di Prop. 2.16, é surgettiva ’applicazione
Y R2\ {(0,0)} — ®p,, con Y\, p) =7: MaX +bY +¢) +p(d X +0Y +¢) =0).

Dim. Siano s € ®p, e A(Z,9) € s5,A # Py, poiché N(az + by +¢) + pla'z +b'g+ ) =0 ¢
un’equazione lineare omogenea in (A, 1) essa ha una soluzione non banale (A, i) e A(aX +bY +¢) +
i(a’X + V'Y + ') = 0 rappresenta una retta, passante per A e P, ossia proprio s.

OSSERVAZIONE 2.18. (1) Se (A, u), (N, /) € R\ {(0,0)} soddisfano (A, ) = (N, ') =
s € ®Dp, e A(Z,7) € s, A # P il sistema

13 {mewg+@+um%+yg+d):0

N(@Z+bg+c)+p'(@z+bVg+c)=0

da (A, p) oc (X, 1")? (soluzioni di una stessa equazione lineare omogenea in 2 variabili).
(2) ®p, & generabile come sopra a partire da 2 sue rette distinte qualsiasi.

DEFINIZIONE 2.19. L’insieme di tutte le rette | a una retta data é detto fascio improprio di
rette o fascio di rette ||.

PROPOSIZIONE 2.20. Data una rettar : aX +bY +c = 0, il fascio improprio da essa individuato
puo essere rappresentato da:

aX +bY +t=0,teR.

EsempIO 2.21. (1) La retta passante per A(1,1)eper PernNr'conr: X+Y —-1=0
er': X—3Y =0¢larettase ®pcon A€ s,o0ssia, s: A+ pu)X+A-3u)Y —A=0
tale che A\ +A—3u—A=0= A =2pequindis: 3X - Y —2 =00

(2) La retta passante per O(0,0) e || ar:2X —Y +1=0¢larettas: 2X —Y =0.
=1+t =t—1 =2t+1
(3) Provare che * + , * , * * sono rappresentazioni paramet-
y=2+t y=t y=2t+2
riche della retta di equazione cartesiana X —Y + 1 = 0.
r=1-1¢ , Jr=2+4+2t
er:
y =2t y=1-—4t
r=1+t¢ , Jxr=3-s
er’:

y=2-2t y=—2+6s

Per trovare gli eventuali punti comuni a due rette date via rappresentazioni parametriche

si scrive I'equazione cartesiana di una e si cercano valori del parametro dell’altra che la

verifichino o si cercano gli eventuali valori dei due parametri che forniscano gli stessi punti.

Nel primo casor: 2z +y—2=0e 4+ 4t+1—4t =0 danno rN7’ = 0.

1+t=3-s . Jt=2—-5s

, da
2—-2t=6s—2 t=2-3s

$=0,t =2, quindi r N7’ = {P(3,-2)}.

(4) - Determinare P € r N7’ con r : {

- Determinare P € r N7’ con r : {

Nel secondo caso ossia 2 — s = 2 — 3s, da cui

9Ossia, fissate le equazioni di due rette r,r’ € ®p;, un’altra retta di ®p, individua i suoi coefficienti (X, u) a
meno di un fattore diproporzionalita.
L0Notare che non occorre determinare P!
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3. Il piano nello spazio

Se A, B, C sono punti non allineati dello spazio e 7 ¢ il piano che individuano, dal Teor. 1.3:
(14) Perm <= P—A=sB— A)+t(C— A) per qualche (s,t) € R
Dati A(a1, a2, a3), B(b1,b2,b3),C(c1,c2,¢3), P(x,y, 2), ponendo 3 := (b1 — a1, bz — az, b3 — a3),

v :=(¢1 — a1, co — ag, c3 — ag), Ueguaglianza vettoriale (14) pud essere tradotta in eguaglianza delle
componenti dei vettori (liberi) corrispondenti:

T =a;+sp +tn 5 5 8
(19 ymarshrin (202 T )) s per
z=a3+sf3+ty3

(14) & detta rappresentazione parametrica vettoriale del piano m,
(15) & detta rappresentazione parametrica scalare del piano T,
evidenziando le coordinate del punto generico di 7, (15) puo essere compattata:

7 (ay + 881+ ty1, a2 + sPa + tye, a3 + 865 + ty3), (s,t) € R%.

Dal Teor. 1.3, abbiamo anche

(16) Penr < (P—-A).(B—A)x(C—A)=0, che, passando alle coordinate, diventa:

X — aq Y — as Z — as
(17) B1 B2 B3 =0,
g4l V2 V3

aX +bY +cZ+d=0 (a,b,c)#(0,0,0)
e detta rappresentazione cartesiana vettoriale del piano ,

& detta rappresentazione cartesiana scalare del piano 7, o equazione di T.

TEOREMA 3.1. Nello spazio ogni piano w ha rappresentazioni parametrica scalare (15) e carte-
siana scalare (18). Viceversa, ogni scrittura (15) e ogni equazione (18) rappresentano un piano.

DEFINIZIONE 3.2. Diconsi rispettivamente vettore e versore direzionale di un piano m un vettore
a esso L e il suo versore.
OSSERVAZIONE 3.3. Se 7 & dato in forma parametrica (risp. cartesiana), un v.d. & (831, B2, O3) X
‘o 11
(717 Y2, 73) (I'lbp. (a’a b7 C) )
DEFINIZIONE 3.4. I concelti di angolo fra due piani, || e L, si riconducono ai corrispondenti
fra v.d..

EseEMPIO 3.5. Determinare una rappresentazione parametrica del piano passante per A(1,1,1), B(1,2, 1),
C(2,1,0), un suo v.d. e un’equazione cartesiana.

r=1+t¢
Siha (B—A)=(0,1,0), (C—A4)=(1,0,—-1) e,da{y=1+s ,siricavaX+2Z—2=0.
z=1-1

A ogni piano sono associati due versori direzionali, uno opposto dell’altro.
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4. La retta nello spazio

Se A # B sono punti distinti dello spazio ed r & la retta che i congiunge, il Teor. 1.1 da le
‘equazioni vettoriali’ di '? e precisamente un punto P dello spazio soddisfa P € r <= :

(19) P —A=t(B—A) per qualche t € R,
(20) (P—A)x (B—A) =0,

4.1. Equazioni. Dati A(al, as, ag), B(bl, bg, bg), P(JJ, Y, Z), (ll, lg, 13) = (bl—al, bQ—G,Q, bg—ag).
L’eguaglianza vettoriale (19) puo essere tradotta in eguaglianza delle componenti dei vettori (liberi):

T =ai + It
(21) y=as+ lat teR, (11, ls, ld) 75 (070, 0),
z=as+ l3t

evidenziando le coordinate del punto generico di r, (21) puo essere compattata:
r: (a1 + it az + lat, a3 + I3t), t € R.

L’eguaglianza vettoriale (20) puo essere tradotta in

_ — — X — Y — Z —
(22) P (< X al Y a9 7 as )) _ 17 CiOé aq _ a9 _ as

ll lg l3 ll l2 l3

convenendo che se in (22) ¢’¢ un denominatore 0, va inteso 0 il corrispondente numeratore; notiamo
che (22) ¢ un sistema di 3 equazioni lineari (non indipendenti!) nelle incognite X, Y, Z cioe del tipo:

(23) aX+bY +c¢Z+d=0 <<a b c>>_2
alX+b/Y+C,Z+d/:O ) p a/ b/ C/ =

¢ detta rappresentazione parametrica vettoriale della retta r,

¢ detta rappresentazione parametrica scalare di r,

¢ detta rappresentazione cartesiana vettoriale di r,

¢ detta rappresentazione cartesiana scalare di r, o equazioni cartesiane di r.

TEOREMA 4.1. Nello spazio ogni retta r ha rappresentazioni parametrica scalare (21) e una
cartesiana scalare (23). Viceversa, ogni scrittura del tipo (21) e (23) rappresenta una retta.

13

DEFINIZIONE 4.2. Per ogni retta dello spazio si definiscono*” i concetti di vettore e versore

direzionale, coseni direttori.

OSSERVAZIONE 4.3. (1) Una retta r rappresentata da
aX +bY +cZ+d=0
dX+VY +dZ+d =0

¢ L sia ad (a,b,c)' che ad (a/, b, ¢’)'5. Pertanto, (a,b,c) x (a’,b',¢’) & un suo v.d..

L2Formalmente le stesse del piano!

13Analogamente a quanto fatto nel piano.

14y d. del piano 7 : aX 4+ bY + ¢Z + d = 0 che contiene r.
15y d. del piano 7’ : @’ X + b'Y + ¢'Z + d’ = 0 che contiene r.
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(2) T concetti di angolo fra due rette, ||, L si riconducono agli analoghi concetti relativi ai
vettori direzionali.

X -2V +2=0 v
ESEMPIO 4.4. (1) Le rette r: { B es:sy=4t—1 sono |, infatti

X+Y-Z+1=0

+ + z = 6t
1 -2 1
( 1 1 71 ) - (15273)'

(2) Una rappresentazione della retta congiungente A(1,1,1) e B(1,2,0) come intersezione di

Y+Z-2=0

4.2. Passaggio da una rappresentazione all’altra. Geometricamente, per passare da una
rappresentazione parametrica, di una retta r o di un piano 7, a una cartesiana basta determinarne
un punto e un v.d., lo stesso per passare da una rappresentazione cartesiana a una parametrica.
Algebricamente, per passare da una rappresentazione parametrica a una cartesiana, di una retta
r (risp. piano ), bisogna trovare due (risp. una sola) equazioni lineari, attraverso l'operazione
di eliminazione del o dei parametri. Viceversa, si passa da una rappresentazione cartesiana a una
parametrica assumendo come parametri il massimo numero possibile di variabili.

X=1
piani e { , si ha infatti % = % = Z%ll

ESEMPIO 4.5. (1) Data la rappresentazione parametrica r : (1+t,¢,1 —2t)t € R, posto
. . . X=1+Y
t = y si ricava la rappresentazione cartesiana r : ;
Z=1-2Y
(2) Data la rappresentazione parametrica 7 : (1 —s—1¢,1+s—t,s+ t) (s,t) 6 osto
s = %,t = 1+ s—Y siricava la rappresentazione cartesiana Z = -Y,
e Z=1-X;
3) Dataw : X —2Y +Z -1 =0, posto X =2Y —Z+1,Y = s,Z = t si ottiene
r=1+2s5s—-1
Tiy=s
z =1.
(4) Data r: {X+2Y+Z:O da 3X —Y +1 =0 posto y =t si ottiene z = 5%, e,
2X -3Y -Z+4+1=0

x
sostituendo in 2X —3Y —Z+1=0,2z = %,dacuir: y=t
1

z

5. Mutue posizioni di piani
TEOREMA 5.1. Dati m : aX +bY +cZ+d = 0,7 : /X +0Y +Z+d = 0, siano
a=(o oy o)e=(0y & )simnmz1e

a b c a b Jd d

(1) p(A) =p(B) =2 < 7 e sono incidenti (in una retta) e distinti
(2) p(A) =1,p(B) =2 < 7 e’ sono || e distinti,
(3) p(A) =p(B) =1 <= 7 en’ sono ="1°.

1611 particolare ||.
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Dim. Basta applicare il teorema di Rouché-Capelli al sistema formato dalle equazioni dei piani.

OSSERVAZIONE 5.2. Per il Teor. 5.1, un piano individua i suoi coefficienti a meno di un fattore
di proporzionalita.

5.1. Fasci di piani.

DEFINIZIONE 5.3. Data una retta r, il fascio di piani di centro r, denotato ®,., é l'insieme dei
piant passanti per r.

PROPOSIZIONE 5.4. Sew: aX +bY +cZ+d=0,7": ' X +b0Y +Z+d =0, sono piani
distinti e incidenti in r, ¥ (A, p) € R*\ {(0,0)}

MaX +bY +cZ+d)+pd X +VY +Z+d)=0

definisce un piano di ®,.

Dim. Si ha (Aa + pa’, \b + pb’, Ae + pc’) # (0,0,0) e, VP(Z,5,2) € r, AM(aZT + by + ¢z + d) +
wd'z+bg+dz+d)=0.

PROPOSIZIONE 5.5. Nelle stesse ipotesi di Prop. 5.4, é surgettiva [’applicazione
PR\ {(0,0)} — B, (A, 1) — 7 : (Aa+ pa' )X + (Ab+ ub )Y 4+ (Ae+ pc)Z 4+ Ad + pd' = 0.

DEFINIZIONE 5.6. L’insieme di tutti ¢ piani || a un piano dato é detto fascio improprio di piani
o fascio di piani ||.

PROPOSIZIONE 5.7. Il fascio improprio individuato da w: aX +bY +cZ +d =0, é:
aX +bY +cZ+t=0,teR.

6. Mutue posizioni di rette e piani

PROPOSIZIONE 6.1. Dati una retta v, con v.d. u, e un piano w, con v.d. v, si ha:

(1) r||m <= ulw,

2) rlm < ulw,

(3) T = |5 —wv| e quindi sinTw = | cos uv,
(4) ser ||7r:>rC7rorﬂ7T—®

(5) serfmr = I puntoA € rnm.

>

Dim. (1) e (2) sono ovvie; (3) ¢ conseguenza della definizione e di proprieta trigonometriche
elementari; (4 e (5) discendono facilmente dallo studio del sistema formato dalle equazioni di r e 7.

DEFINIZIONE 6.2. Due rette non complanari'” dello spazio sono dette sghembe.

PROPOSIZIONE 6.3. Date due rette r,s dello spazio e quattro punti A # B €r,C # D € s,r ¢
s sono complanari <= A, B,C,D sono tali.

Dim. Un piano contiene una retta se e solo se contiene due suoi punti distinti.

17Siccome tre punti non allineati dello spazio individuano un unico piano, due rette dello spazio sono complanari
se sono ||, incidenti o coincidenti.
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7. Punti e luoghi notevoli

7.1. Punto medio di un segnemto.

DEFINIZIONE 7.1. Il punto medio del segmento di estremi A e B ¢ il punto M'® tale che

(24) B—M=M— A
Se A(a17a2)7B(blabQ)aM(‘rMayM)lg (I‘iSp. A(alaa27a3)aB(bhb27b3)7M(xM7vazM)2o)v per (24)

{bl—l’Ma?M—al . a1 +b1 a2+ b2

a1+ b1 a2+ b2 a3+b3))

ossia (zar, yar) = ( S ) (riSP~($M7yM,ZM) =( 5 T 3 3

bs —ym = ym — a2 2

7.2. Proiezioni ortogonali.

DEFINIZIONE 7.2. (1) Nel piano, la proiezione ortogonale (per brevita p.o.) di un punto

A suuna rettar ¢ P4 € rN sy con sy retta L a r passante per A;

(2) nello spazio, la p.o. di un punto A su una retta r ¢ P4 € T N7y con w4 piano L ar
passante per A;

(3) la p.o. di un punto A su un piano m é P4 € T Nry con ra retta L a w passante per A,

(4) se una retta r non ¢ L a un piano «, la p.o. di r sun ¢ la retta s =7 Nw, con 7, piano
per r,m,. L m;

(5) 4l simmetrico di un punto A rispetto a un punto Q é A" € r4 q, tale che Q sia il punto
medio del segmento di estremi A e A’.

(6) il simmetrico di un punto A rispetto a una retta r é I’A’ per cui il punto medio del segmento
di estremi A e A’ sia la p.o. Py €.

(7) il simmetrico di un punto A rispetto a un piano 7 ¢ I’A’ per cui il punto medio del segmento
di estremi A e A’ sia la p.o. Ps € .

=1
EsEmPIO 7.3. a) Sitrova la po. dir:¢y=0 sua:z =0 scegliendo il 7 € &, con v.d.
z=1
ortogonale a (0,0,1); ®, ¢ il luogo dei piani 7y, : AY +pu(Z—1) =01i.e. div.d. (0, A, p), per cui la
Y =0
condizione & (0, A\, 1).(0,0,1) = =0, ossia 7w : Y = 0, pertanto la p.o. dirsua e s: 720

b) Si trova il simmetrico di 7 : X —2Y +1 = Orispettoan’ : 2X—Z = 0, scrivendo laretta L a 7’ per
r=2t—142a

il punto P, ;(2t—1,%,s) (genericosum), r: { y =1t , 2(2t—142a)—(s—a) = 0darna’,
z=8—«
via a = s— 4t+2 da Cul T = 10t— 5+25 8t+47y — t 5 = 557sg4t72, T = 2t+§sfl7y —_ t,Z _ 4t+ﬁé572.

Infine, dall’ uguaghanza (2=l y“, 2ty = (2”@3 L ¢, 482522 i oftiene 5X + 10Y —5 = 4Y +
4s—2e5Z +5s=8Y +8s —4, da cui 2XEY=3 — g = w e quindi 3X +10Y —4Z —5 = 0.

18Della retta congiungente A e B).
19Nel piano!
20Nello spazio!
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7.3. Comune | a due rette sghembe.

1

4 s incidente e L a entrambe.
)

PROPOSIZIONE 7.4. Date s, s'*! rette sghembe 3! retta, denotata r

Dim. Siccome s [f s" anche vs ff vy € u:= v X vy & L a entrambi, si ha che il piano per s e || u
e il piano per s’ e || u si intersecano in una retta r ortogonale sia a s che a s, ossia r = Tj‘s/.

OSSERVAZIONE 7.5. La retta 71, pud essere anche individuato imponenedo alla retta congiun-
gente un punto di s con uno di s’, di essere L a entrambe.

=1
X-Y=0
ESEMPIO 7.6. Dater : y=1—1t¢ es: , provare che sono sghembe e
Ty X-7Z4+1=0
z =

determinare rﬁ:s.

Scelti A(0,1,1), B(1,0,3) € r,C(—1,—-1,0),D(0,0,1 € s) si ha

1 -1 2
(B—A).(C—A)x(D—A)| =1 —2 —1 |=-3#0.
0 -1 0

Usiamo i due metodi delineati sopra:

e essendo v, = (1,-1,2),vs = (1,1,1), un v.d. della L comune & u = (1,-1,2) x (1,1,1) =
(—3,1,2), il piano contenente r e || (—=3,1,2) ¢ 7 : (t—3s,1—t+s,1+2t+2s),(t,s) € R?,
ie. m:2X+4Y+Z-5 =0, il piano contenente s e || (—=3,1,2) e’ : (1—3s,7+s,7+2s+1),

2X+4Y +72-5=0

(r,8) € R% ie. ' : X —5Y +4Z — 4 = 0 pertanto rL,, : Tar
’ X—-5Y+4Z-4=0

e La generica retta incidente sia r che s ha equazioni:

rx—t y—1+t = z2—-1-2t

P T i+t r+i1-1-2t ¢
pLlrda:rT—t—74+1—-t+21—4t=0= ...,
plsda:rT—t4+7—-14+t+7-2t=0= ...,

14X 42172 —-41=0
che danno rﬁ‘s, : + ,

> 14X 4+42Y —32=0
come si verifica se le ‘due’ soluzioni danno la stessa retta?
7.4. Distanze.
DEFINIZIONE 7.7. (1) La distanza tra due punti A e B (denotata d(A, B)) ¢é la lunghezza

del segmento di estremi A e B2,

(2) La distanza di un punto P da una retta r é la distanza di P dalla sua p.o. sur.

(3) La distanza di un punto P da un piano 7 ¢ la distanza di P dalla sua p.o. su .

(4) La distanza tra due rette sghembe ¢ la distanza tra i due punti intersezioni delle due rette
con la comune L .

210gsia non complanari!
220ssia, il modulo del vettore applicato B — A o A — B.
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OSSERVAZIONE 7.8. (1) Dati due punti A # B su una retta r e un punto P :
|(P—A)x(B-A)
d(P,r) =
( ) r) |B _ A| )

se C—ALvr siha: d(Pr)= 7“13"2,);(2‘"4)',

ser:aX +bY +¢c=0e P(xg,y0), si ha: d(P,r) = 7““%”_’?{2:6‘23.
(2) Dati un piano 7, A€ 7, C — A L w e un punto P :
(P A4).(C— 4),

se aX +bY +cZ +d=0 e P(xg,yo0, 20), si ha: d(P,7) = %.
(3) Date r e s rette sghembe, d(r, s) ¢ la distanza di un qualunque P € r dal piano per s || r;

operativamente si possono dare A € r, B € s, e u, v, rispettivamente v.d. di r e s, e si ha
A—-—B)uxv
d(r,s) = (A= B)uxv| ‘
|u x v
7.5. Asse di un segmento.

DEFINIZIONE 7.9. L’ asse di un segmento di estremi A e B?* ¢ il luogo dei punti P equidistanti
da A e B®.

ESEMPIO 7.10. L’asse del segmento di estremi A(1,0,0) e B(0,1,1) é il piano 7 luogo dei punti
P(x,y,2) tali che d(P, A) = d(P, B) ossia tali che (X —1)2+Y?+ 22 = X2+ (Y —1)2+(Z—-1)% ..
2X+1=-2Y+1-2Z+4+1 . 7:2X-2Y —-2Z+1=0.

DEFINIZIONE 7.11. Date nel piano due rette v # s incidenti, il luogo dei punti equidistanti da
esse ¢ una coppia di rette tra loro L, dette rette bisettrici degli angoli individuati da r e s.

8. Circonferenze

DEFINIZIONE 8.1. (1) Dati un punto C € m e p € Ry, la circonferenza di centro C e
raggio p ¢ il luogo (denotato ¥(C,p)) dei P € 7 tali che
d(P,C) = p;

(2) Dati un punto C € ¥ e p € Ry, la sfera di centro C e raggio p ¢ il luogo (denotato <(C, p))
dei P € m tali che

d(P,C) = p.

OSSERVAZIONE 8.2. (i) Se C(a, B), v(C, p) ha equazione: (X —a)? + (Y — )% = p2.
(i) Se C(a, B,7), <(C, p) ha equazione: (X —a)? + (Y — B)% + (Z —v)? = p°.
Svolgendo i calcoli si ottiene rispettivamente:
X24Y?2 20X —20Y +a?+ 3% —p* =0,
X24Y24 22 -2aX —28Y —29Z +a? + B2 +~42 —p2 =0.

23Essendo (a,b) L r.
24Con A e B punti del piano o dello spazio.
25Giccome I'equazione d(P,A) = d(P,B) ¢ lineare, si tratta di una retta del piano e di un piano dello spazio.
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Consideriamo ora il luogo dei punti del piano e dello spazio le cui coordinate soddisfano:

(25) X2+ Y? 4+ aX +bY +¢c=0,

(26) X2+ Y*+ 22+ aX +bY +cZ+d=0,

completando i quadrati si ottiene:
(X+4)P2+YV+5) P +c-—4 -5 =0,

2 2 2
AT A LU A Tl
dacui?ponendog:%—k%_c’e&:%+%+%—d,siottiene:

a b
(27) (X+§)2+(Y+§)2:0"
b

(iii) Date nel piano una retta r e una circonferenza v = v(C, p) :
— r & esterna a vy se d(C,r) > p, ossia vy Nr = (),
— r & tangente a vy se d(C,r) = p, ossia v N r consiste in un singolo punto,
— r & secante a v se d(C,r) < p, ossia vy N r consiste in due punti distinti.
(iv) Dati nello spazio un piano 7 e una sfera ¢ = ¢(C, ) :
— ¢ esterno a < se d(é,w) > p, ossia ¢ N =10,
— 7 e tangente a G se d(é’, ) = p, ossia ¢ N7 consiste in un singolo punto,
— 1 & secante a < se d(C, ) < p, ossia ¢ N7 consiste in una circonferenza.
(v) Nel piano r ¢ tangente a y(C, p) in un punto P se P € yNrNrgp con r L rop.

(vi) Nello spazio 7 & tangente a ¢(C, p) in un punto P se P € cNwNrep con m L rop.

Esgrcizio 8.3. (1) Scrivere la circonferenza « passante per A(1,1), B(1,3) e C(3,1).

Imponendo che i tre punti soddisfino (25) otteniamo:

1+1+a+b+c=0,

1494+a+3b+c=0,

9+14+3a+b+c=0

dacui2a—20=0,242a+c=0e10+3a+a—2—2a =0, ossia

a=—-4,b=—4,c=6equindivy: X2+Y? —4X —4Y +6 =0.
X24Y?24+72-2X—-4Y —4=0 . .

(2) Provare che +: , € una circonferenza.

3X -4Y +15=0

Completando i quadrati della prima equazione si ottiene:

(X —1)2+ (Y —=2)2+ Z2 =9 ossia ¢((1,2,0),3),

posto m : 3X — 4y + 15 = 0, si ha d(m,(1,2,0)) = B=8415 — 9 <« 3 -, v & una

V25
circonferenza e 7 ¢ secante S.

26ponendo inoltre: c(-3, —g) e C‘(—%, —g,

se 0 > 0 (risp. & > 0), (27) (risp. (28)) rappresenta la circonferenza (risp. la sfera) di centro C (risp. C) e
raggio o (risp. &,)

se 0 =0 (risp. & = 0), (27) (risp. (28)) rappresenta il punto C (risp. C),

se o < 0 (risp. & < 0), (27) (risp. (28)) rappresenta 'insieme §.

—5), si ha che:
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9. Curve e Superficie

Rette e circonferenze sono esempi di curve, piani e superficie sferiche sono esempi di superficie.
Dando per intuitivi i concetti di curva e di superficie, accenneremo alla loro rappresentazione

analitica, in particolare considereremo coni, cilindri e superficie di rotazione?®’.

NOTAZIONE 9.1. In opportune ipotesi di regolarita per le funzioni x(t),y(t),z(t),t € I C R,
a(t,u),y(t,u), 2(t,w)), (t,u) € D* C R?,

(i) 1 punti descritti da equazioni

= z(t)
(29) y=yt) ,tel
z = 2(t)

29

costituiscono?® una curva C dello spazio®. Si scrive anche:

C: (z(t),y(t),z2(t), te I CR.

(ii) I punti descritti da equazioni

costituiscono una superficie S, indicata anche
S (z(t,u),y(t,u), z(t,u)), (t,u) € D C R
— Le linee ottenute ponendo t = costante oppure u = costante sono dette linee coordi-
nate della superficie S.
(iii) L’insieme dei punti P(z,y, z) dello spazio soddisfacenti un’equazione:

(31) f(X,Y,Z) = 0%

‘costituisce’ una superficie.
(iv) L’intersezione di due superficie, ossia l'insieme dei punti P(z,y,z) dello spazio soddis-
facenti un sistema di equazioni:

(XY, Z2)=0
(82) {g(X,Y, 7)=0

‘costituisce’ una curva dello spazio.

Di solito si pud passare da rappresentazioni parametriche a cartesiane (di curve o superficie),
(anche se non sempre in modo elementare) eliminando il parametro o i parametri. Di solito ¢ invece
pid complicato (se non impossibile) passare da rappresentazioni cartesiane a parametriche.

27Per studiare problemi di intersezione e di proiezione.

287 un intervallo di R o R stesso, D un ‘dominio’ di R? o R? stesso.
29E sono dette equazioni parametriche di C.

x = x(t)
y=y(t)
3130tto opportune condizioni di regolarita per la funzione f(X,Y, Z).

30Nel piano una curva C ha rappresentazione parametrica { , o C: (z(t),y(t), telICR.
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OSSERVAZIONE 9.2. Se C : (x(t),y(t),2(t)), te I CReunacurvae S: f(X,Y,Z) =0 & una
superficie, si ha:

CCS < vale f(x(t),y(t),2(t)) =0,Vt el

DEFINIZIONE 9.3. Una curva C dello spazio € piana se 3 wun piano che la contiene, altrimenti
C ¢ gobba.

OSSERVAZIONE 9.4. 1. C: (z(t),y(t),2(t)), t € I CR & plana <= Fa,b,c,d € R con
(a,b,c) # Ogs tali che az(t) + by(t) + cz(t) + d =0Vt € R.
2. Per verificare se C ¢ piana si puo anche procedere prendendo tre punti A, B,C € C non
allineati, scrivendo il piano 7 da essi individuato, verificando se C & contenuta in .
3. Rette e circonferenze sono curve piane.

ESEMPIO 9.5. (1) Lacurva C: (t2+1,t3 —¢,2t> +t — 1), t € R non ¢ piana infatti:
a®> +1)+b(t2 —t)+ (22 +t—1)+d =0Vt € R, da
b=0
bt3 + (a +2c)t2 + (=b+c)t+a—c+d=0VtER, at2e=0 < a=b=c=d=0
—b+c=0
a—c+d=0

(2) Lacurva C: (#* +3,¢3 — 1,t2 + 3), t € R ¢ piana infatti:
a+ ) +b(t3—1)+#*+3)+d=0VteR da:

a+b=0
(a+b)t3+(a+c)t?2 —b+3c+d=0VtER, a+ec=0 — a=-b=-—-c2a=d
b—3c—-d=0

pertanto 7 : X —Y — Z 4+ 2 =0 ¢ il piano della curva.

DEFINIZIONE 9.6. Una superficie rigata ¢ una superficie S tale che
VP €S passa una rettarp C S,
una superficie doppiamente rigata ¢ una superficie S tale che
VP eS passano due rette rp,sp C S.

OSSERVAZIONE 9.7. Una superficie S che ha una rappresentazione parametrica del tipo:

x = &(t) + ua(t)
(33) y = n(t) +up(t)
2 = C(t) + un(t)

¢ una rigata, infatti, Vi € R, (33) rappresenta una retta r; contenuta in S; se P € S corrisponde ai
valori ¢, % dei parametri, rz ¢ la retta per P contenuta in S.

EseEMPIO 9.8. Si prova che S: (t + u,t?,tu) & una superficie rigata con equazione cartesiana
(Z+Y)? = X?Y (S & della forma (33) e basta eliminare i parametri).

10. Cilindri

DEFINIZIONE 10.1. Un cilindro ¢ una superficie luogo di rette | a un wvettore fissato, dette
generatrici, una direttrice del cilindro é una curva sul cilindro che interseca tutte le generatrici.
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OSSERVAZIONE 10.2. (i) Data C: (z(t),y(t),2(t)) t € I C R, una rappresentazione para-
metrica del cilindro che ha C come direttrice e generatrici || al vettore (I,m,n) &
x=xz(t) + lu
(34) y=y(t)+mu
z=z(t) + nu

in (34) t =costante rappresenta una generatrice e u =costante rappresenta una direttrice.

(ii) Sotto opportune ipotesi di regolaritd un’equazione f(X,Y) = 0 nello spazio rappresenta
un cilindro con generatrici || all’asse 232, Infatti:
se Py(xo,Y0,20) € t.c. f(xo,y0) =0,YP €r: (xo,y0,20 +1t),tER, stasu f(X,Y)=0.
Pid in generale, se u = (a, b, c),u’ = (a’,¥,¢') con u Jfu', di solito

flaX +bY +cZ,d X +VY +Z)=0
¢ la rappresentazione di un cilindro con generatrici || al vettore v = u x u'.
Esempio 10.3. (1) L’equazione eX*Y =1 rappresenta il piano X +Y = 0.

(2) L’equazione X2 + Y? = —1 rappresenta I'insieme ) (se X,Y assumono solo valori reali)

una circonferenza, del piano complesso>? (se X,Y assumono valori complessi).

10.1. Proiezione di una curva lungo una direzione. Dati una curva C, un piano 7 e un
vettore v Jf 7, la proiezione di C su 7 lungo la direzione di v3* ¢ la curva intersezione tra 7 e il
cilindro § avente C come direttrice e come generatrici rette r || v.

F(X,Y,2) =0
9(X.Y,Z)=0
che proietta C ortogonalmente al piano zy puo essere ottenuta eliminando Z dalle due equazioni.
X2 +Y?4+22-1=0
X2 -7Z2-2Y +1=0

OSSERVAZIONE 10.4. Se C : { , una rappresentazione cartesiana del cilindro

EseEMPIO 10.5. Verificare che la p.o. sul piano zy della curva C : {

s o 2X24+Y?2-2Y =0
1Z=0

11. Coni

DEFINIZIONE 11.1. Un cono ¢é una superficie luogo di rette (generatrici del cono) passanti tutte
per uno stesso punto V (vertice del cono), che incontrano tutte (ciascuna in un sol punto) una
curva una C (direttrice del cono).

Esemp1o 11.2. Dati C : (z(¢),y(t),2(t)),t € I C R, e V(zo,¥0,20), una rappresentazione

t
parametrica del cono, di direttrice C e vertice V, e
x =z + (x(t) — x0)u
(35) y=1yo+ (y(t) —yo)u
z=2z0+ (2(t) — z0)u

32 Analogamente f(X,Z) = 0 rappresenta un cilindro con generatrici || all’asse y ed f(Y, Z) = 0 rappresenta un
cilindro con generatrici || all’asse x.

330ssia l’insieme dei P(z,w), z,w € C, da non confondere con il piano di Argand-Gauss che costituisce un
‘modello’ della retta complessa.

348e v L« ritroviamo la p.o..
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in (35) t=costante (risp. u=costante) da una generatrice (risp. una direttrice).
NoOTAZIONE 11.3. Una funzione f(X,Y, Z) ¢ detta omogenea di grado d € N* se Vit € R si ha:
(36) X HY,12) = tf(X, Y, 2).

OSSERVAZIONE 11.4. (1) Un’equazione f(X,Y,Z) = 0, con f(X,Y,Z) funzione omoge-
nea, ¢ in generale la rappresentazione cartesiana di un cono con vertice O(0, 0,0). Discende
infatti da (36) che se f(X,Y,Z) ¢ omogenea e P(&,7, %) soddisfa f(Z,7,%) = 0, allora
VP er: (tZ,tg,12), risulta f(P;) = 0.

(2) Se f & una funzione omogenea nelle variabili (X — x¢,Y — 40, Z — 20), (%0, %0, 20) € R3,
lequazione f(X —x0,Y —yo,Z — z0) =0 rappresenta un cono di vertice V' (xq, yo, 20)-

DEFINIZIONE 11.5. Dati una curva C : (x(t),y(t),z(t)), t € I C R, e un punto P ¢ C,
Uintersezione del cono S, di vertice P e direttrice C, con un piano © : aX +bY +c¢Z +d = 0,
non contenente C, & detta proiezione di C da P su 7.

12. Superficie di rotazione

DEFINIZIONE 12.1. Data una retta r, si dice superficie di rotazione di asse r ogni superficie
luogo di circonfernze aventi centro su r e giacenti ciascuna su un piano L a 7.

OSSERVAZIONE 12.2. Se C : (z(t),y(t),2(t)), t € I C R, le circonferenze della superficie ot-
tenuta facendo ruotare C attorno a una retta r possono essere determinate intersecando, V P, € C,
il piano 7,¢, passante per P e L a r, con la sfera X4, di centro un punto C € r e raggio p = d(C, P;).

EseEMPIO 12.3. Trovare un’equazione cartesiana della superficie ottenuta dalla rotazione di
C: (t,t*,t —t?) t € R attorno allarettar: X =Y = Z.

Sihav, = (1,1,1),my: X+Y +Z=t+t>+t—t> - my: X +Y + Z = 2t, inoltre, posto
C =0(0,0,0), si ha

d(C,P) = /12 +t* + 12 +14 — 23 = \/262(2 — t + 1) e quindi

Gt X24+Y2+ 272 = 2t2(t>—t+1) da cui, eliminando il parametro t, I'equazione 8(X2+Y?+2?) =
(X+Y+Z2?2[(X+Y+ 272X +Y +2Z)+4] .

13. Coordinate polari nel piano

DEFINIZIONE 13.1. Fissata nel piano una semiretta orientata (asse polare) ¢, di origine O
(polo), per ogni P # O ¢ individuata una coppia di numeri reali, detti coordinate polari di P
p =d(P,0) > 0, raggio vettore
9,0 <9 < 27, angolo®® del raggio vettore OP con ¢ (anomalia).

PROPOSIZIONE 13.2. A ogni sistema di coordinate polari si associa in modo canonico un s.d.c.c.
orientato positivamente e viceversa.

Dim. A un sistema di coordinate polari (O, ¢) si associa il s.d.c.c. ortogonali o(O;x,y) che ha
come asse z la retta contenente £, orientata come £, e come asse y la retta 1 a x passante per O.
Viceversa, a un s.d.c.c. ortogonali o(O;z,y) si associa il sistema di coordinate polari (O, £) che ha
la semiretta positiva dell’asse x, come asse polare ¢, e lorigine O di o(O;x,y), come polo O .

351.b. Una funzione polinomiale ¢ omogenea se e solo se tutti i suoi monomi sono omogenei dello stesso grado.
36Angolo di cui la semiretta ¢ deve ruotare in senso antiorario per sovrapporsi a P.
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OSSERVAZIONE 13.3. (1) Le formule di passaggio da coordinate polari a coordinate carte-

siane sono:
T = pcosv
y = psind

mentre quelle da coordinate cartesiane a coordinate polari sono:

p =+ y?
¥ = arctan §

)

Y

da cui risulta anche cost = z sind = .
Va2 ty?’ Va2 ty?

(2) Se si fissa 6 e si fa variare p, il punto descrive la una retta, se si fissa p e si fa variare 6 il
punto descrive una circonferenza.

14. Coordinate cilindriche e polari nello spazio

DEFINIZIONE 14.1. Fissato nello spazio un s.d.c.c. ortogonali o(O;x,y, z), per ogni P # O,
posto p = d(P,0), e ¥ l’angolo che la proiezione del raggio vettore OP sul piano xy forma con
l’asse x le coordinate cilindriche di P sono:

x = pcost
y = psind
z=2z

DEFINIZIONE 14.2. Fissato nello spazio un s.d.c.c. ortogonali o(O;x,y, z), per ogni P # O,
posto p = d(P,0),p 'angolo che la proiezione del raggio vettore OP sul piano xy forma con lasse
x e e ¥ l’angolo che il raggio vettore OP forma con l’asse z le coordinate polari di P sono:

T = pcosysiny
y = psinpsind

z = pcost



CHAPTER 5

Funzioni vettoriali e Funzioni (scalari) di pia variabili

1. Definizione e prime proprieta
Finora sono state considerate funzioni (di una sola variabile)
f: R—R
z = f(z),

e gli insiemi:

D(f) :={x € R, f(z) & definita}  dominio (o campo) di definizione di f,

I(f) :={y € R,y = f(z) per qualche = € D(f)} immagine (o rango) di f,

L(f) :={(z,y) € R?,y = f(z), al variare di = € D(f)} grafico di f,
Esempio 1.1. Se f(z) =lgx, si ha D(f) =R%,I(f) =R.
Per descrivere fenomeni concreti sono spesso necessarie funzioni di pit variabili.

EsgEMPIO 1.2. (1) Sia T := temperatura di un punto P della superficie terrestre (a un
istante fissato), T' dipende dalla longitudine (x) e dalla latitudine (y) di P, cioe: T'(P) =
F(z,y); invece, facendo variare anche listante (z), risulta T'(P) = F(z,y, z), rispettiva-
mente si ha dunque:
T:R? —R,T:R>—R.
(2) Sia V := velocita del vento in un punto P dell’atmosfera terrestre (a un istante fissato),
identificando I’atmosfera terrestre con R? ogni punto P ¢ individuato dalle sue coordinate
(Z‘, Y, Z)a qUindi V(P) = V(J), Y, Z) = (vl (J}, Y, Z)v U2($7 Y, Z)7 ’U3(l‘, Y, 2)1)7 si ha dunque:
VR — RS
DEFINIZIONE 1.3. Datin > 1,m > 1, D C R™ una funzione vettoriale di n variabili, definita su
D C R™, a valori in R™, con componenti f; : D — R é un’applicazione
Fr . D—R™
z=(r1,...,7n) = F(z) := (fi(2), .., fm(2));
se m =1 la funzione é detta funzione scalare di n variabili e si scrive
f: D—R
z— f(z).
D C R™ ¢ 4l dominio o campo di definizione di F (risp. f) ed é denotato D(E) (risp. D(f)).

IDalla fisica sappiamo infatti che la velocita nello spazio ¢ un vettore con tre componenti.

45
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Vinsieme {y = (y1,...,ym) ER™ 1 y; = fi(z),1 <i <m,z € D} (risp. {y € R:y = f(z),z € D})
¢ detto codominio o rango di F (risp. f) e denotato I(F) (risp. I(f));

Uinsieme R™ x R™ D {(z,y) € R* x R™ : y; = fi(z),1 < i <m,z € D} (risp. {(z,y) e R* xR :
y = f(z),z € D})¢ il grafico di F (risp f) e denotato T'(F) o T'r (risp. T'(f) oT'f)%.

OSSERVAZIONE 1.4. 1. Per studiare una funzione vettoriale o anche una funzione scalare di piu
variabili® (come nel caso di funzioni di una sola variabile) si usano gli strumenti di limite, continuitd,
derivazione che definiremo via via.

2. Nei casi in cui n = 2 e le funzioni scalari da studiare sono semplici si pud anche usare la
tecnica di intersecare con piani || agli assi coordinati®.

3. Noi considereremo prevalentemente funzioni vettoriali di una variabile e funzioni scalari di
due o tre variabili.

DEFINIZIONE 1.5. data f : D — R, D C R2, la curva di livello relativa alla quota ¢ € R ¢ la
curva T'y N {z = ¢} (intersezione fra il grafico e il piano corrispondente alla quota data,).

EseEMPIO 1.6. (1) Sia f(x,y) = 2% + y%. Si ha:
D(f) =R?,
I(f) = R-ﬁ-a

Ip={(z,y,2) €R’: z = f(z,y) = 2° + 9% (z,y) € R?}.
Intersecando I'y con piani z = ¢, c € R, si ottiene
p=a4y? c=a% 442
z=c . z=c
Ossia: per ¢ = 0 il solo punto (0,0,0), per ¢ > 0 una circonferenza del piano z = ¢, per
¢ < 0 I'insieme (.°

Intersecando I'; con piani || agli altri due piani coordinati, cioé rispettivamente z = ¢,y =
c,c € R, si ottiene

z=a?+y? z=a*+y?
e
rT=c y=c
ossia parabole contenute rispettivamente nei diversi piani || az =0e y = 0°.

Pertanto, il grafico I'y C R? & un paraboloide ellittico” (di rotazione con asse I'asse z,
ossia la superficie ottenuta facendo ruotare attorno all’asse z per esempio la parabola di

z =1y )
=0 '

(2) Sia f(x,y) = /9 — 22 — y2%. Si ha:

2S¢ n = 2,m = 1 oppure n = 2,m = 1, risulta vy C R3 (risp. I'r C R3) e quindi & possibile darne una
visualizzazione geometrica.

equazioni

3E tracciarne il grafico nei casi succitati.

4passando ciot a una rappresentazione consistente in ‘fette’ bidimensionale del grafico.

5Proiettando sul piano z = 0 queste diverse curve di livello si ricopre il piano stesso con circonferenze concentriche
(nell’origine).

6Projettando queste diverse curve di livello sul piano = 0 (risp. y = 0), se ne ricopre il semipiano positivo
z > 0 con parabole aventi lo stesso asse.

"Pit in generale, Vab # 0, il grafico della funzione f(z,y) = 2—2 + Z—; € un paraboloide ellittico.

81.b. scrivendo 1/9 — 22 — y?2 si intende la radice aritmetica e dunque un numero reale positivo.
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D(f) ={(z,y) eR?: 9— 22 —¢y2 >0 . 22 +9y% <9},

I(f) =[0,3] C Ry,

Iy ={(2,9,2) €R’: (z,9) € D,z = f(x,y) = /9 — 22 — ¢y*}.

Elevando al quadrato ambo i membri di z = f(z,y) = /9 — 22 — 32 si ottiene 22 + y2 +
2% =9, ossia la sfera di centro (0,0,0) e raggio 3, pertanto I's & la mezza sfera contenuta
nel semispazio z > 0.

OSSERVAZIONE 1.7. In generale ¢ difficile® disegnare il grafico anche di una f: D — R, D C
R? se f: D — R, D C R",n > 3 cid ¢ addirittura impossibile dal momento che I'f & contenuto
in uno spazio (n + 1 > 4)-dimensionale.

EsgEmMPIO 1.8. (1) Sia f(z,y) = /a3 — zy. Si ha:
D(f) = {(x,y) € R? : 2% — 2y > 019,
I(f) = R+7
ry =2

(2) Sia f(z,y) =e® ~¥". Si ha:

D(f) =R?,
[(f) = R-ﬁ-a
per determinare I'y, a differenza dell’esercizio precedente, possiamo utilizzarne le curve di
livello, al variare di ¢ € R,

{(m,y7z) S R3 LR = e"x2—y27 (ﬂf,y) € RZ,Z = C}

ossia, si tratta di studiare le intersezioni di I'; (sconosciuto) con i piani z = ¢,c € Ry (e
vedere quello che succede su ciascuno di essi).

>0 sec>1
=1, poichélgec< =0 sec=1

<0 sec<l,
otteniamo per ¢ > 1 una famiglia di iperboli con asintoti le bisettrici degli assi e rami che
tagliano 'asse z, per ¢ = 1 le bisettrici degli assi e per ¢ < 1 una famiglia di iperboli con
asintoti le bisettrici degli assi e rami che tagliano ’asse y.

2 2 2 2
— . . 2 2 .
Dae®™ 7Y = ¢, ¢ > Osiottiene z°—y~ = lg ¢, ossia é—c—lg—c

OSSERVAZIONE 1.9. Nell’esempio 1.6.1. disegnando le proiezioni ortogonali delle diverse curve
di livello, al variare di ¢ € N, di I'y sul piano z = 0. si ottengono circonferenze!! con centro in
O € D e raggi \/n ossia:

0;1;1,414..;1,732..;2; 2,236..; 2,449..;2,645..;2,828..; 3; . . .,
calcolando le differenze fra questi (che esprimono la distanza fra le diverse circonferenze) si ottiene
la successione decrescente:

9Ci si puo aiutare col computer disegnando molte curve di livello per capire ’andamento.
z >0 <0
5 e
z° -y 20,
delle due regioni del piano individuate dai due sistemi di disequazioni.
11Spesso chiamate ancora curve di livello.

10Siccome x3 —ay = z(x2 —y), si ha: { , pertanto D(f) risulta essere I'unione

22—y <
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1;0,414..;0,318..;0, 268..; 0, 236..; 0, 213..; 0, 196..; 0, 183..; 0, 172.. , cio significa che, all’aumentare
costante della quota, 1e proiezioni delle curve d1 livello si mﬁttlscono e questo corrisponde all’aumentare
della ‘ripidita’ di T';*2.

EsERrciziO 1.10. Ripetere le considerazioni precedenti per ’esempio 1.6.2..

EseEmp1O 1.11. (1) Moto di una particella lungo una retta. Sia r la retta data, per ogni
t € R sia I = [0, 1], identificando r con R e la posizione della particella con un punto di r,
YV tel,P(t) € rindica il punto di r raggiunto dalla particella in movimento all’istante t.
La funzione:
posizione & la coordinata z(P(t)) =: x(t), ossia t +— x(t),
velocita ¢ la derivata prima di (), ossia t — 2/ (t) := v(¢),
accelerazione ¢ la derivata seconda di x(t), ossia t — a2/ (t) = v'(¢) := a(t),
moto & la legge del moto di P(t), ossia t — (x(t),v(t),a(t)) € R3.

(2) Moto di una particella in un piano. Sia 7 il piano dato, per ogni ¢ € R sia I = [0,1],

identificando 7 con R? e la posizione della particella con un punto di ,
YV teI,P(t) € windica il punto di 7 raggiunto dalla particella in movimento all’istante .
La funzione:
posizione ¢ la coppia di coordinate (x(P(t)),y(P(t)) oss1a tli(z( t),y(t)),

velocita & la derivata prima di (z(t),y(t)), ossia ( "(t),y'(t)),

accelerazione & la derivata seconda di z(t), ossia t|—>(:v ®),y" (),
moto & la legge del moto di P(t), ossia t — (£(t),&'(t),£"(t)) € RS.
(3) Curve del piano e dello spazio. Le (29)'* possono leggersi come funzione vettoriale continua,

Y R3
t = y(t) = (2(t), y(t), 2(1)).
Ossia, le curve del piano o dello spazio possono essere pensate come tracciate da una
particella in movimento, la cui posizione P; all’istante to sia Pi(x(to),y(to), 2(t0)), ossia

descritta da una funzione vettoriale y(t) = (x(t),y(t), z(t)).
Diverse funzioni vettoriali v : I — R?® (o rappresentazioni parametriche) possono

dare luogo alla stessa curva, per esempio:
7, R — R?
tey ()= (1 —t1+1%-3t%) e

Y, R — R3

T }—)12(7') = (7',7'2 — 27’+2,3'r?’ — 972 +97 —3),

basta porre 7 = 1 — ¢ per accorgersene.

2pb. lim vVoF+1- vz =0.
T — 400
L3Fenomeno dovuto al comportamento delle pendenze delle parabole ottenute tagliando I'y con i piani del fascio
2
zZ=1y

di asse l’asse z (per esempio la pendenza di { 0
xr =

tende all’infinito al tendere all’infinito di y).

14Equazioni parametriche di una curva dello spazio.
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Osserviamo in particolare che per ogni f : I — R derivabile, I’equazione funzionale
y = f(x) puo essere essere pensata come curva in forma parametrica

{xt(t) tel,

ossia, il grafico T'y di f & la curva C : (¢, f(t)),t € I'°.
Viceversa, data una curva C : (z(t),y(t)) C R? ¢ € I, non sempre esiste f: [ — R
tale che C = Ffm.

2. Proprieta delle funzioni vettoriali e scalari di pitu variabili

OSSERVAZIONE 2.1. Le operazioni algebriche su funzioni vettoriali di uguale dominio sono
definite punto per punto, come nel caso di funzioni scalari (di una o pii variabili).

2.1. Limiti e continuita di funzioni vettoriali.

DEFINIZIONE 2.2. Dati tg € R, I C R intorno bucato di tg e F : I — R™ funzione vettoriale
definita su I, se Vi,1 <1i<m, 3 finito tlin;l fi(t),t € I, il limite di F in tg ¢ il vettore
—lo

lip F(t) = (Jim (), Jim fn().

t—>t0
Se tutti 1 tlir? fi(t),t € 1,3 e almeno uno é infinito, F diverge in ty. Se per almeno un indice
—10
i, B Jim fi(t), F non ha limite in t,.
—to
EsEMPIO 2.3. Sia F(t) = (Igt, 727). Si ha che:
D(F) =R\ {0,1} ed F(t) diverge in 0, +00, —c0, non ha limite in 1, ha limite in ogni altro ¢ € R.
DEFINIZIONE 2.4. Una funzione vettoriale F é continua in a € D(F) se
lim F(t) = F(a)'".
E continua in D(F) se ¢ tale in ogni a € D(F).
2.2. Derivazione di funzioni vettoriali.

DEFINIZIONE 2.5. Datitg € R,I C R intorno bucato di to,h € R ,to+h el el : I — R™
funzione vettoriale definita su I, se

. F(to+h)—FE(to) ., d
3 gy EOW ZE) gy~ 2y,

F ¢ derivabile in tg e il vettore F/(to) ¢ la derivata di F' in tg.
Se F ¢ derivabile su tutto D := D(F) la sua derivata ¢ la funzione

EI::(flv"'vf) D—)Rm

15per esempio la funzione f(x) = 23 da luogo alla curva (grafico) (t,t3) C R2.
6Per esempio data la curva C : (cost,sint) C R2,t € [0,27], da cos®t + sin?t = 1 si ricava 1’equazione
22 + y? = 1 della circonferenza di centro origine e raggio 1.
171 b. risulta F continua in a € D(F) <= lo sono tutte le sue componenti.
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2.2.1. Interpretazione geometrica (m = 3). '8

Dati F(t) = (x(t),y(t), 2(t)), definitasu I C R, h € R, tg,to+h € I,P = F(ty),Q = F(to+h) €
C=1I(F), P—Q> ¢ il vettore secante C in P e @Q, se F'(tg) # 0 esso rappresenta il vettore tangente a C
in Pe Iggizggl il suo versore.

La retta passante per P e ) ha rappresentazione parametrica

z—x(to) = 7(x(to+h)—x(to))
y—ylto) = 7(ylto+h)—1ylto)) T €R,
x—x(ty) = 7(z(to+h)—z(to))

(37) € — l’(to) _ y—- y(t()) _ Z = Z(to)

w(to +h) —x(to) — y(to +h) —y(to) — z(to +h) — z(to)’
se gli sviluppi di Taylor(1685-1731) delle componenti di F sono rispettivamente:
@(to + h) — a(to) = 2’ (to) +e1(h?)

y(to + h) — y(to) = ¥/ (to) + e2(h?)
z(to + h) — z(to) = 2 (to) + es(h?),

sostituendo in (37), dividendo per h e passando al lim si ottiene

—0

z — x(to) N y(to) __*~ z(to)
(o) + 24 y(t) + 20D (ko) + =

ossia,
x — x(to) _Yy- y(to) _ = z(to)
' (to) y'(to) 2 (to)

€ una rappresentazione cartesiana della retta tangente a C in P .

ESEMPIO 2.6. (1) SiaC: (t,t2,t3) C Rt € R, provare che 3 retta tangente in ogni punto
di C e calcolarla.
(2) Sia C : (cost,1 — t2,tsin2t) C R3¢t € [—m,n], provare che inP(0) = (1,1,0),7 retta
tangente a C. Trovare il versore tangente a C in P(F) = (0, %, 0).
(3) Sia C : (#3,t?) Cc R2,t € R, disegnare C, trovare un’equazione cartesiana per C e deter-
minare la tengente a C nei punti in cui 3.

DEFINIZIONE 2.7. Siavy : I — R™,(m = 2,3) derivabile in I, se ' ¢ derivabile, la sua derivata
(7')" ¢ detta derivata seconda di vy e indicata 7"

EseEMPIO 2.8. Sia C : (t?,arctant) C R?,¢ € R, ossia C = I(7),7 : R — R?, si ha 7/(t) =
1 )y (0) = 2. 2.

1811 realta vale per (m < 3).
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2.3. Proprieta delle curve.

DEFINIZIONE 2.9. Una curva C (del piano o dello spazio), data via v :1 — R™,(m = 2,3) é:
(1) semplice se v é continua e iniettiva,
(2) chiusa se 1(5) =(b), dove I = [a,b],
(3) regolare se:
(a) ¢& deriwabile e v' € continua in I,
(b) 4/ (t) # 0,V t € I, eccetto al piii gli estremi.
Esgercizio 2.10. Disegnare le curve
C: (t,t2,t3) CR3 t € R,
C: (t2,t3) CR%t € R,
C: (sint,cost) C R%t € R,
e dire se sono semplici, chiuse, regolari.

DEFINIZIONE 2.11. Dati I = [a,b] C R e una particella con traiettoria:

= z(t)
y=y(t) =yzeCD)",
z = z(1),

r(t) = ix(t) + jy(t) + kz(t)
r'(t) =il () + gy () + R () = u(t)  con u(t)l] = /(@)% + (V' (1) + (¢/(1))?
() = dxl () + gy (t) + k2" (t) = a(t)  con  la(t)]] = /(2"(1)? + (v (1) + (=7 ()2,
sono dette rispettivamente legge oraria del moto, velocita istantanea, accelerazione istantanea.
ESERrcizio 2.12. (1) Data r(t) :=it® 4+ j(1 — t*) + kt, t € R,  determinare v(t), a(t).
(2) Dati C: (t2,#3) Cc R2,t € [0, 5], v(0) = (0,0,1), (0) = (0,0,0), determinare (t).

2.3.1. Ascissa curvilinea. Dato un arco di curva regolare C : (x(t),y(t),z(t)),t € I = [a,b],
suddividiamo I in n sub-intervalli mediante i punti
a=tg<ti <ta<: - <th_1<tp,=0b,
siano ordinatamente
P07P17P27"'7Pnflypn eC
i punti corrispondenti ai valori tg,t1,%o,...,t,—1,t, € R, in particolare Py, P, sono gli estremi
dell’arco di curva.

DEFINIZIONE 2.13. La poligonale B di vertici Py, Py, Ps, ..., P,_1, P, si dice inscritta nell’arco
PP,
Dalla geometria elementare sappiamo che ‘P ha lunghezza
n—1
P=4> [(x(tHl) —2(t:)* + (y(tisr) — y(t)* + (2(tirr) — 2(t:))* |
i=0

Posto poi 6 = max (t;4+1 — t;), diamo la seguente definizione:
0<i<n—1

9Ricordare che I'insieme delle funzioni definite e derivabili su I C R fino all’ordine i & denotato C*(I), l'insieme
delle funzioni derivabili a ogni ordine ¢ denotato C°°(I),
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DEFINIZIONE 2.14. La lunghezza dell’arco C, di estremi Py, P, ¢é

lim p.
§—0+ p

OSSERVAZIONE 2.15. Nell’ipotesi C regolare 6lim+p e finito
—0

(1) ossia 3¢ € R, taleche Ve € Ry, 3 d. con |p— ¢ <&,V < 4,
(2) e precisamente

b
t= limp= [ VEOP T WO EOP

§—0*t
3. Nozioni metriche e topologiche
Enunciamo, senza dimostrazione, ulteriori proprieta del prodotto scalare(standard)?’in R”.

PROPOSIZIONE 3.1. Per ogni z,y € R", o € R si ha:
(1) [loz]| = laf - [lz[l;
(2) [lz+yll < [lzl| + |lyll  diseguaglianza triangolare;
(3) lz-yl <zl - lyll  diseguaglianza di Cauchy(1789-1857)-Schwartz(1915-2003);

OSSERVAZIONE 3.2. Dalla diseguaglianza triangolare di Prop. 3.1, ricordando la Def. 4.7.7%,
discende che vale

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y), Vz,y,z€R",
si hainfattig—g:(&-é);(é—g)- B B
DEFINIZIONE 3.3. Per ogni z, € R™,r € Ry, l'intorno di z, di raggio r é [’insieme
Br(zy) :={z € R": d(z,z0) <1}

ESEMPIO 3.4. (1) Sen=1exy € R, siha B.(xg) = (xg — 7,20 + 7).
(2) Sen=2ce (z, € R?, si ha B.(zg) :={z € R?: (z —20)? + (y —y0)? < 7?}.
(3) Sen =3¢ (x, € R? siha B.(zy) :={z €R®: (z —x0)? 4+ (y —yo)> + (2 — 20)% < r?}.

DEFINIZIONE 3.5. (1) Dati ACR™ Py € R", Py é un:

— punto di accumulazione per A se ogni suo intorno contiene punti di A distinti da Py,
— punto isolato per A, se Py € A, e non ne é punto di accumulazione.
— punto esterno per A, se Py ¢ A, e non ne é punto di accumulazione.

(2) Un punto (di accumulazione) Py di A é un punto interno ad A se 3 B,.(Fy) C A (ossia

‘A & intorno di’ Pp).
(3) Unaperto A C R™ ¢é un insieme intorno di ogni suo punto (ossiaV zy € A, 3 B,(z,) C A).
o

Linsieme dei punti interni di un insieme A & indicato A.

(4) Un chiuso A C R™ ¢é un insieme tale che €(A) :={z € R": z ¢ A} ¢ aperto.

(5) Un punto Py € R™ ¢ esterno ad A se 3 B.(Py) C €(A) (ossia Py ¢é interno a €(A).

(6) Un punto Py € R™ ¢ un punto di frontiera per A se ogni suo intorno contiene sia punti
di A che punti di €(A).
L’insieme dei punti di frontiera di un insieme A é indicato F(A).

20 stato definito in Def. 333, viaz-y:=x1y1 +... +Tpyn ER, V= (z1,...,2n),y = (Y1,...,yn) ER" e
in Prop. 4.3.4 ne sono stae date le prime proprieta.
210ssia che la distanza di z € R" da yeR & d(z,y) =z —yl = (@1 —y1)2+ -+ (@n — yn)%
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ESEMPIO 3.6. (1) B, R™ sono sia aperti che chiusi.
(2) (0,1) C R & aperto e quindi (—oo, 0] U [0,400) & chiuso.
(3) (0,1] C R non & né aperto né chiuso.
OSSERVAZIONE 3.7. Un insieme A C R" & aperto se e solo se non ha punti di frontiera, & chiuso
se e solo se contiene tutti i suoi punti di frontiera .

DEFINIZIONE 3.8. (1) Un insieme A C R™ ¢ limitato se 3B,(0) D A.
(2) Una funzione F: A — R™ A CR",n,m >1 ¢ limitata se lo é I(F).
Esercizio 3.9. Dire se sono limitati o meno:
(1) A={(z,y) € R?: 22 —y% = 0}.
(2) A={(z,y,2) ER3: 22 + 2 + 22 = 4}.
(3) ($ Y,z ) = 12+y21+722+1.
(4) f(z,y) =sin(a® +y*).

4. Limiti di funzioni scalari di pia variabili

DEFINIZIONE 4.1. Dati f : A — R, A C R™, Py € R" punto di accumulazione di A, f tende a
¢ € R per P tendente a Py se, Ve > 0,3 > 0, tale che VP € A\ {Py}, con ||P — By < 4, valga
|f(P)—¢| <&, e siscrive

lim oppure lim Tlyeno,Ty) =4,
P—»Pof( ) pp (:rl,...,a:,,t)a(x?,...,w%)f< ! )

f tende a +oo per P tendente a Py se, Ve > 0,3 6 > 0, tale che V P € A\{Fy}, con ||P — Fy| <4,
valga | f(P)| > e.

ESEMPIO 4.2. 1 lim (22 +¢?) =0.
2( ) (235711)—’(070)( y°)
2 lim lg(z® + = —00.
®) 00 B Y
3 li
) (o) (0,0) @ e = oo
(4) lim #22,

(z,y)—(0,0) ”‘2+y

OSSERVAZIONE 4.3. Valgono teoremi di unicita del limite, limite della somma e del prodotto
di funzioni, permanenza del segno, limitatezza locale, dei carabinieri.

4.1. Limite in un punto lungo una direzione. (Solo per n = 2)
Dati f: A — R, A C R?, Py(z0,y0) punto interno ad A

(38) lim f(P) =

P—>P0
si considerino la retta
=0
(39) rid”
Yy —yo = p(x — z0)

e la funzione
(40) ou(x) == f(x,y0 + p(x — x0)).

221,60 vedremo dopo.
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udiare l'intersezione di I'y col piano y = yo +m(z — x¢) intorno a x( aiuta a verificare se vale
Studiare 'int i diT'y col pi int iut ifi 1
(38), infatti, usando la definizione di limite si verifica che se vale (38), allora vale anche

(41) = lim gou(x)gg = lim f($7y0 + m(w - (EO)), v we R?
x—xT0 T—xQ
ossia, (41) & condizione necessaria affinché valga (38).

ESEMPIO 4.4. Si verifica che le seguenti funzioni non hanno limite in (0, 0)
(1) flz,y) = x;fyﬁ-
2
(2) f(xa Z/) = :czigﬂ .
2 2
(3) fla.y) = S5l
usiamo il criterio delineato sopra:
pul(z) = f(z, p),
2
- ou() = o = ot
— pulz) = ﬁ’
2
- @u(x) = 1+Z2§
n.b. la condizione (41) & necessaria ma non sufficiente, infatti se f(z,y) = ;73{24, lungo tutte le
u2a? Y
.’,C2+H4.TC4

2
rette per lorigine il limite & 0, infatti ¢, (z) = = lfﬂfﬂ, f(0,y) = y—04 se invece si calcola

lim (z,y) — (0,0) lungo la parabola = = y?, si ottiene f(y?,y) = ﬁ =1#0.

OSSERVAZIONE 4.5. (1) Se & noto che 3 PliII}l) f(P), per trovarlo basta calcolarlo in una
e 20)

sola direzione; se il limite in una direzione r vale ¢, se ne deduce che se il limite 3 deve
valere ¢; se 3 due direzioni lungo le quali i limiti sono #, il limite 7.

(2) Per calcolare ili limite di funzioni di due variabili puo essere utile usare le coordinate polari
del piano (vedi (4.13.1)).

ESEMPIO 4.6. Verifichiamolo nelle funzioni di Esem. (4.4)

(1) f(z,y) = %, in coordinate polari dipende da ¢, infatti

p? cos ¥ sin ¥

= cos¥Ysin .
p? cos2 9 + p?sin® 9

f(pcos?d,sindd) =

(2) flz,y) = ﬁ, in coordinate polari dipende da ¢, infatti

p? cos?

2
= cos” .
p? cos? 9 + p2sin? 0

f(pcost,sin®) =

(3) flz,y) = %—T—ZE’ in coordinate polari dipende da ¥, infatti

p? cos? ) — p?sin? ¥
p? cos2 9 + p?sin? ¥

f(pcosd,sindd) = = cos 20.

Enunciamo, senza dimostrazione, il seguente risultato che fornisce un criterio per calcolare il
limite in un punto di una funzione (scalare) di due variabili.

23Detto limite di f lungo la direzione r.
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PROPOSIZIONE 4.7. Vale PHHIID f(P) = £ se3 una funzione M (p) : R — R tale che lirél M(p) =
—FPp p—
0 ed 3 p € R tale che

(2o + peosd, yo + psind) — €| < M(p), ¥ p < 7.

EsempIO 4.8. Data f(x,y) = xfiyyz, si ha f(pcosd,sindd) = pcos? I sinv e, poiché ¥V p,d si ha

|pcos? ¥sind — 0| < p, risulta ( %nn( )f(x,y) =0 (in questo caso si ha M(p) = p).
z,y)—(0,0

4.1.1. Limits iterati.

OSSERVAZIONE 4.9. Accanto alla nozione di limite Plirr}lj f(P) 3 1a nozione di limiti iterati, che
— 10
illustriamo solo per n = 2.

I limiti iterati di una funzione f(z,y) in un punto z¢ € D(f) sono

lim lim f(z,y) e lim lim f(z,y)
r—To Y—Yo Y—Yo T—To

da non confondere con lim f(z,y), che pud A mentre gli altri due possono 3 ed essere = o

()= (2050
# fra loro.

EsEMPIO 4.10. Calcoliamo, come esempio, i limiti iterati in (0,0) delle funzioni:

o x2_y2 . . BT ﬁ .
(1) Se f(z,y) = Hrle, ilg%);grg)f(x,y) = lim & =1,

. . I PR T
b Seow) = iy S =
— 2 Lim L — lim O —
(2) Se f(z,y) = =i, lim lim f(z,y) = lim 2 =0,
. . — im0
lim Tim, f(z,y) = lim oz = 0.

4.1.2. Limiti all’infinito.

OSSERVAZIONE 4.11. Se n = 1,R! = R & stato esteso mediante 2 punti all’infinito —oo e + oo,
questo perché R ¢ ben ordinato, per contro, siccome se n > 1, R™ non puo essere ordinato totalmente,
R™ & esteso con un unico punto all’infinito, denotato co.

DEFINIZIONE 4.12. (1) In R™ si dice che P — oo se vale | P|| — +oo.
(2) Dicesi intorno di co un insieme B,(c0) := {z € R : ||z|| > r,r € R} }.
(3) Una funzione f: A — R, definita su un A C R™ n > 1, illimitato, tende al limite ¢ per
P — oo e si scrive
lim f(P) =1,

seVe > 0,3 >0 tale che VP € Bs(oo) N A risulti |f(P) — £] < e.

EsErcizio 4.13. Provare che:

(1)  lim ay= oo,

@) e =0,

(3) lim e™7 =1.

(4) Determinare lim —lg(2? + y?).

(z,y)—o0
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5. Funzioni composte

DEFINIZIONE 5.1. Dati n,m,s € NACR*DCR™"F:A—R"eG:D — R% con
F(A) C D CR™, la funzione

FoG:A— R’ definita da (FoG)(P):=G(F(P)),V P €A,

¢ detta funzione composta di F e G.

ESEMPIO 5.2. (1) Date
F:R—R? G:R? —R
te (t,t%) (z,y) = (2% + ),
si ha
FoG : R—R
t— 2+t
(2) Dati
I=1001], F:IxI— R3 G:R® R
(5,1) = (5,5 +,%) (,y,2) = (z +y* +sin2),
si ha

FoG : IxI—R
(5,t) = s+ (s +1)* +sint?.

PROPOSIZIONE 5.3. (1) La composizione di funzioni continue é una funzione continua.
(2) Data una funzione (scalare) continua di una variabile, ¢ : I — R, I C R, la funzione
(scalare) di n variabili, definita da

f o IxR"™!' —R
($1»y27-~-7yn) Hw(x1)7
¢ continua in I x R?~1,

Dim. Basta applicare le definizioni.

COROLLARIO 5.4. Ogni funzione (scalare) di pid variabili, costruita ‘montando’ insieme fun-
zioni continue di una variabile, é continua.

EseMPIO 5.5. Date:

(1) f(z,y) =sinzcosy, si pone

p:R— R fi:R2 —R

z —sinx (z,y) — sinx
P :R— R fo:R2 —R

y — cosy (z,y) = cosy,

erisulta  f(x,y) = fi(z,y) - fa(z,y).
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(2) f(z,y) = 2*+ xy?, si pone

p:R—R fi:R2 —R
2’ (z,y) — z”
Pp:R— R fo:RZ—R
P (2,9) — o
x:R—R fs:R?2 —1R
y—y (z.9) = v,

erisulta  f(z,y) = fi(z,y) + fa(z,y) - fa(z,y).
6. Funzioni (scalari) continue
DEFINIZIONE 6.1. Una funzione f: A — R, A C R™ ¢ continua in un punto Py € A se
li P) = f(F
A f(P) = [f(Fo),
f & continua in A se ¢é tale in ogni punto di A**.

PROPOSIZIONE 6.2. Date f,g: A — R, A C R™ continue in Py € A, sono tali pure f + g e
f - g; inoltre, se g(Py) # 0, anche 5 e continua in Py € A.

EsERrcIz10 6.3. Dire se sono continue nel loro campo di definizione le funzioni:
1) flz,y) =2+
2% —y?
D se (a,y) £0
3) f(z,y) = 22142 )
(8) f@y) {0 altrimenti
Enunciamo, senza dimostrazione, alcuni importanti teoremi sulle funzioni (scalari) continue di
pit variabili.
TEOREMA 6.4 (Teorema di Weierstrass(1815-97)). Una funzione continua f : A — R, definita
su A C R™, chiuso e limitato, possiede in A massimo e minimo.

ESERCIZIO 6.5. Provare che per le seguenti funzioni vale il teorema di Weierstrass.
(1) f(z,y) =2® +sin(z +y), A= {(z,y) e R*: |y| <[z < 2},

(2) f(xay>: v4—.’172—y27A:D<f).

Ricordiamo la formulazione del teorema dei valori intermedi, per funzioni di una variabile
definite su un intervallo.

TEOREMA 6.6 (Teorema dei valori intermedi). Una funzione continua, definita su un intervallo
chiuso I = [a,b],a,b €R, f: I — R assume tutti i valori compresi fra f(a) e f(b)%°.

Per poter enunciare ’analogo risultato per funzioni (scalari) continue di pia variabili, occorre
introdurre un’altra nozione topologica.

DEFINIZIONE 6.7. Un insieme A C R™ ¢ connesso per archi se, VP # Q € A,Ja,b € R e un
arco (di curva) 7y : [a,b] — A che li congiunge®® ed ¢ interamente contenuto in A.

24Cfr. Def. 2.4.

25 Altrimenti detto: f(I) & un intervallo.

260ssia ~(a) = P,y(b) = Q.
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TEOREMA 6.8 (Teorema dei valori intermedi). Una funzione continua f : D — R, definita su
D C R" connesso per archi, per ogni coppia di punti P # @Q € D, assume tutti i valori compresi fra

f(P) e f(Q).
7. Derivate parziali e gradiente

DEFINIZIONE 7.1. Siano f: A — R,R? D A > Py = (x0,y0) un punto interno,
fissando yo e variando x otteniamo g(x) := f(z,y0)*" : R — R,
fissando xo e variando y otteniamo §(y) := f(zo,y)** : R — R,

(42) i L@ %0) = f(@o,90) _ . f(zo+hiyo) — f(gj()’yo)’
T—T0 T — X9 h—0 h

(43) o S @0y) = Flwoyo) _ S (@o.yo +h) — f(xo,p0)
y—vo Y=Y h—0 h ’

se 3, (42) é detta derivata parziale di f rispetto a x in Py ed é denotata

0
%(l‘o,yo) 0 fz(20,¥0),
se 3, (48) ¢é detta derivata parziale di f rispetto a y in Py ed ¢ denotata
0
67];(900,2/0) 0 fy(xo,¥0)-

OSSERVAZIONE 7.2 (Interpretazione geometrica). (1) fz(zo,y0) & il coefliciente angolare
della retta r; tangente alla curva I'y N {y = yo},
(2) fy(xo,yo) € il coefficiente angolare della retta 7o tangente alla curva I'y N {a = z}.

EsErcizio 7.3. (1) Verificare che le equazioni delle rette r1,74 in Oss. 7.2., sono:
- z — f(x0,Y0) = fe(z0,y0)(z — x0) vy z = f(z0,Y0) = fy(z0,y0)(y — Yo)
Y=Y ’ T = T

(2) Data f(z,y) = €™, scrivere I'equazione della retta tangente alla curva I'y N {x = 2} nel
punto f(2,1).
0

DEFINIZIONE 7.4. Piti in generale, se f : A — R, ACR" e Py = (29,...,2%) € A & un punto
interno, le derivate parziali di f in Py sono:

ﬁ(Po) = lim [y, 29, .. al) — f(af,29, ..., ab)
8x1 z1—xf x — x? s
Y (p) = lim f(ah @9, wn) = f(ah 25, ah)
8zn zp—zh T, — x%
OSSERVAZIONE 7.5. (1) Nel caso n > 2 non ¢’¢ interpretazione geometrica.

(2) La derivata parziale rispetto a una variabile si calcola con le solite regole di derivazione,
considerando le altre variabili come costanti.

2"Funzione della sola z!
28Funzione della sola y!
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ESEMPIO 7.6. (1) Se f(x,y) = 2% + v, (x0,y0) € R? = D(f), siha

lim (zo +h)? +yo — (23 + yo) — lim xf + 220h + h? + yo — 25 — Yo _
h—0 h h—0 ( ) h 5

. h2zo+h f

hlil?(l) h T  9r x,

similmente si prova che g—g =1
(2) se f(z,y) =sin(z? + y*), si ha f,(z,y) = 2z cos(z® + y?), fy,(z,y) = 4y> cos(z? + y*);

(3) f(xayvz) = xyzzgv fw(xayaz) = y223,fy(x’yaz) = 2xy237fz(xayvz) = 3$y222.
DEFINIZIONE 7.7. Una f : A — R, A C R™ ¢ derivabile in un punto interno Py € A se ha

tutte le derivate parziali in Py.

DEFINIZIONE 7.8. 1l gradiente di f: A — R, A C R", deriwabile in A é il vettore:

V(f) = (fwnfwz""’fxn)'

EsEmPIO 7.9. Se f(z,y,2) = e~ +3¥= i ha
V(f) = (—2xe_m2+3yz2,3226_12+3y22, 6yze_“52+3-”z2).

OSSERVAZIONE 7.10. Le derivate parziali esprimono la rapidita di variazione della funzione
nelle direzioni degli assi. 3 una derivata che esprime la rapidita di variazione in ogni direzione data.

8. Derivata direzionale

Supporremo per semplicita che n = 2.
Scegliamo nel piano z = 0 una retta r per Py = (z0,yo,0) con versore w = (u, v, 0)%.

La funzione p(t) = f(xo + ut, yo + vt) & la restrizione di f alla retta 7.
DEFINIZIONE 8.1. La derivata direzionale di f, in (zo, yo), nella direzione w = (u,v) ¢é

[ (o + ut,yo +vt) — f(x0,%0)
t

9

lim M — lim
t—0 t t—0

se 3 finito, ed é denotata %(xo,yo) 0 %(PO) .

OSSERVAZIONE 8.2. (1) In particolare:
Se w = (07 1)7 %(PO) = fy(PO)a
se w = (1,0), 2L(Py) = f.(Py),
la derivata direzionale %(mm yo) & il coefficiente angolare della retta tangente a T’ FNm,

con 7 : v(x — o) — u(y — yo) = 0.

x = xo + ut
x = xg + ut

29Ricordiamo che nello spazio r: § y = yo + vt , mentre nel piano {

z=0

Yy =yo + vt
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ESEMPIO 8.3. Se f(z,y) =e ™Y, Py =(1,2) e w = (u,v), %(Po) e

_ e~ (LFut)(24vt) _ ,—2 ' e—(2+'ut+2ut+uvt2) _ 2
lim = lim =
t—0 t t—0 t
-2 ,—t[((2u+v)tuvt] _ 1
e e
= lim { } =
t—0 t

= —(2u+v)e ? (applicando la regola di de 'Hopital(1661-1704)).

OSSERVAZIONE 8.4. Mentre per funzioni (scalari) di una sola variabile f: A — R, A C R se f
¢ derivabile f ¢ anche continua, se A C R, n > 2 I'esistenza delle derivate direzionali* non implica
la continuita.

2
ESEMPIO 8.5. Se f(x,y) (1’ T+ 2) (z,y) #(0,0) Vw = (u,v), si ha:
0 (z,y) = (0,0),
af 1 uZt?vt 2 t6 ute?
2 0,0) = lim - oy = | BT oy,
Ow t—=0 t t2 12 (ut? 4 v?) t-tt [ utt? + 02
mentre per n — +0oo si ha (£, %) —

tm f( 1)— ) =2
n—1>r—ir-100 "n2’ %+# 4 '

9. Differenziabilita

Per una funzione (scalare) di una sola variabile f : A — R, A C R se 9 € A & un punto
f(x)—f(x0)

e = /(o) ossia

interno ed f & derivabile in xg si ha lim

T—x0
f(x) = f(zo) + f'(z0)(z — x0) + w(wo) (2 — z0), con w infinitesimo.
Per piu variabili occorre introdurre un’altra definizione.

DEFINIZIONE 9.1. Una funzione f : A — R, definita su A C R?, derivabile in Py = (x0,%0) €
A, ¢ differenziabile in Py se

(44) lim f(@,y) — f(2o,90) — fa(wo,y0)(® — o) — fy (20, Y0) (¥ — o)
(z,y)—(z0,y0) \/(x —20)2 + (y — y0)?

o anche, posto P = (x,y)

:0’

(45) lim f(P) = f(Po) = Vf(R) (P-FR)

P—Py HP— P()”

PROPOSIZIONE 9.2. Una funzione f(x,y) differenziabile ha derivata direzionale ¥ versore w =
(u,v) e vale
of

871(130) =Vf(R) w

301y particolare, delle derivate parziali.
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Dim. Per ogni P € A, sia w = (u,v), con u? + v? = 1, il versore direzionale della retta r
congiungente Py a P . P — Py = tw?! per qualche t € R, si ha:

0 , xo + ut, yo + vt) — f(xo,
(16) 9L (a0, o) = g LTI TV Z TGO _ p 0yt £, (0, 0)0 = VI (P) -
[I/’zy
ESEMPIO 9.3. (1) f(x,y) = { =*+v* (z,9) #(0,0) non ¢& differenziabile in (0,0, )
0 (z,y) = (0,0),
infatti, Vw = (u,v) si ha :
0 in(0,v)
1 w2t2ut 302 2 ’
a—f((),()):l'm LA LA L A #0 seuv#0

ow o0 2(u? +v?) (w2 +0v2) w402

0 in(u,0)

z?y® 0.0
(2) f(x,y) = =*+v? (z,y) # (0,0) ¢ differenziabile in (0,0), si tratta di verificare se
0 (z,9) = (0,0),

vale (44) ossia di calcolare lim z?y? 1

2 3
()= (zoyo) & TV a2ty?

4 2 2
di centro Dorigine, lim £-<59510°0 =~ 0iché lim |pcos?@sin?6] < limp = 0 possiamo
b) bl
p—0 p p—0 p—0

0, passando a coordinate polari

concludere che vale (44).
OSSERVAZIONE 9.4. (1) L’equazione

(47) z = f(x0,y0) + fe(%0,y0)(* — 20) + f (0, Y0) (¥ — ¥o)
¢ equazione del piano m 3 P = (x0, Yo, f (20, y0)) individuato dalle rette
Y f(zo0,90) = fz(20,y0)(x — 20) i d 7T J(zo,90) = fy(20,y0)(y — ¥o)
Y = Yo ’ xr = Xo

Si verifica che se f ¢ differenziabile in Py = (x,yo), 7 contiene anche tutte le rette
tangenti alle curve che si ottengono intersecando I'y con ogni piano del fascio di asse la
retta || all’asse z passante per Py, per questo motivo m & detto piano tangente a I'y in
P= (anyOa f(x()ayo))'

(2) Posto
_f(P) = f(R) — V() (P — P)
UPO(P) T HP_POH )
se vale (45) risulta Pli_)n}lj op,(P) =0, ossia
(48) f(P) = f(Po) + V() (P —F)+ op(P) [P — Rl
parte lineare infinitesimo

TEOREMA 9.5. Una funzione f : A — R, definita su A C R2, differenziabile ¢ continua.

Dim. Da f(P)— f(Py) =Vf(Py) - (P—Py)+ op,(P) ||P— Pll, passando ai valori assoluti e
——

infinitesimo

tenendo conto della diseguaglianza di Cauchy-Schwartz (vedi Prop. 3.1.(3)), si ha
[f(P) = f(Po)l < lop, (PP = Boll + IV f(Bo) [l P — Foll

310ssia P — Py = (& — 0,y — yo) = (ut, vt).
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e poiché il 2° membro tende a zero per P — Py, si ha la tesi.

OSSERVAZIONE 9.6. Siano f : A — R, definita su A C R?, Py € A punto interno, f differen-
ziabile in Py, per ogni versore w = (u,v), la derivata direzionale %(Po) = Vf(P) -w (vedi Prop.
9.2), diventa (per Teor. 3.3.5)

g—Z(PO) = ||Vf(FPo)|lcosf, 6 angolo formato dal vettore V f(Py) col versore w,

la derivata direzionale € massima nella direzione del gradiente e nulla nella direzione ortogonale a
€sS0.

Vale inoltre il seguente teorema (che noi non dimostriamo).

TEOREMA 9.7. Se f : A — R, definita su A C R?, con Py € A punto interno, ha derivate
parziali (definite!) continue in Py ¢é i differenziabile.
EseEMPIO 9.8. (1) La funzione f(z,y) = e®¥ ¢ differenziabile su tutto D(f) = R?, si ha
infatti:
fo(@,y) = ye™, fy(z,y) = ze™¥ € C*°(R?). Le equazioni dei piani tangenti a I'y in (0,0, 1)
e (1,2, e?) sono rispettivamente:
2—1=0x—0)+0(y—0)ez—e2=2e%x—1)—e%(y—2).
3
(2) La funzione f(z,y) = ;tny ¢ differenziabile su tutto D(f)32, calcoliamo il piano tangente
al;in (0,1,—1).
Siccome §£(0,1) = —1,8£(0,1) = —1, il piano cercato & 2+ 1= —1(z —0) = 1(y — 1) ..
z+y+z=0.
OSSERVAZIONE 9.9. Siano f: A — R, definita su A C R2, Py € A punto interno, se 3 il piano
tangente a 'y in f(Fp) un suo v.d. & (%(PO), %(PO), —1).
PROPOSIZIONE 9.10. Se f: A — R, con A C R? ¢ differenziabile su A le curve di livello sono
1L aVf.

Dim. Scriviamo z = f(x,y) e ¥V ¢ € R consideriamo 7, := I'y N {z = ¢}, denotiamo poi 7. la

proiezione di v, sul piano z = 0%3. Se Py = (20,%0) € 7. ¢ Vf(Py) = (%(PO), %(Po)), la retta

tangente a . in Py &
of of of
—x0) == (P —yo)=(FPo)=0 .. ===
(x 960)81,( 0) + (y yo)é.y( 0) o
EsEMPIO 9.11. Nei casi seguenti si verifica facilmente che le curve di livello di I sono L a V f.
(1) Se f(z,y) =22 +y?>siha Vf = (22,2y), Y. : 2> +y?> —c=0c¢e
(v —20)270 + (¥ — Y0)2yo = 0 .". 230 + YYo — € = 0;
(2) se f(z,y) =v/9—22—9y2sihav,:9—-c2—22—y?=0e
of 1 (= - = % _ -y i - i
r PN (—2x) Joaig By Ve se poniamo ¢ = /5 otteniamo
Vo5 4 — 22 —y? =0, siano Py = (2,0), P, = (0,2), P, = (v/2,/2), si ha rispettivamente

V(Po) = (32,00, V(1) = (0, 2), VF(P2) = (2, 22) e quindi

(Po) + y%(Po) —c= 0%,

32Da determinare e da verificare la differenziabilita di f-
z=f(z,y)

zZ=cC

33Nello spazio ~¢ ¢ individuata dalle equazioni { , nel piano zy equazione di 7. C A ¢ f(z,y) = c.

34Poiché se 7 : ax + by + ¢ =0, (a,b) L 7, la tesi segue immediatamente.
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ro —(33—2)—\;5 =0,r: —(y—2)—j5 = 0,7«22; _(x_g)g _ (y_2>g — 0
~ 2
3) infine, se f(z,y) = e®” =" i ha Vo1 —E =1 e A — oge®—v* O — —2ye”2_y2,
Ige Ige ox

» D
ponendo ¢ = e otteniamo 7, : 22 —y? = 1, se P = (1,0) si ha Vf(P) =
r:(x—1)2e=0.

v
(2¢,0) e quindi

OSSERVAZIONE 9.12. Data f: A — R, definita su A C RV (z,y) € A4, si ponga z = f(x,y),
se f & differenziabile in A, per (44),
(49) z =20 = ( — 20) fz(%0,y0) + (¥ — o) fy(T0,%0),

abbiamo visto in Teor.9.5 che se (z,y) — (x0,yo) risulta z — zg, pertanto, ponendo
T — xg = dz,
Yy —yo = dy,
z— 20 =dz

(49) diventa

dz = dzfi(2,y) + dyfy(z,y)
ed & definita3®

(df) (@) - RZ —R
(dx,dy) — dz = dxfo(z,y) + dyfy(x,y)

10. Derivazione delle funzioni composte

Per funzioni (scalari) di una sola variabile f, g : R — R, derivabili rispettivamente in to € R e
in f(to) € R, & derivabile in ¢y anche la funzione composta

h:=gof : R—R
t—g(f(t))

e vale

B (to) = g'(f(to)) f (to) (regola della catena).

Per funzioni (scalari) di piu variabili occorre distinguere due casi:
funzioni interne di una variabile
funzioni interne di piu variabili.

PRrOPOSIZIONE 10.1 (Derivazione di funzioni composte con funzioni interne di una variabile).
Date f : A — R,A C R2, 0,9 : I — R, definite in un intervallo aperto I di R e tali che
(p(t),¥(t) € A,V t €1, siano

351.b. Nel caso di funzioni di una sola variabile si ha

f + I—R ICR
ey = f(z),
se f & derivabile e definita
df : R—R

dz — dy = f'(z)dw.
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F:IxI—R? e d: 1 — R
t— E(t) = (p(t), (1)) t= () = fe(t), (1) = fFE()),
se f & differenziabile nel punto (p(to),v(to)) € A e @,9 sono derivabili in to, ® é derivabile in to
e vale
@' (to) = ful(p(to), ¥(t0))¢' (to) + fy((to), ¥(to))¥' (to) = VF(E(to)) - E'(to).
OSSERVAZIONE 10.2. (1) Se F(t) da luogo a una curva di livello per f, ossia ®(t) =
f(E(®)) =¢, ¥V tel,laderivata di ®(¢) ¢ nulla.
(2) 1l gradiente Vf & L a ogni curva di livello, infatti:

0=a(t) = [f(E®)] = VF(E®W) E't)Vtel

(3) La derivata direzionale di f & nulla lungo ogni curva di livello ed & massima lungo la
direzione normale, infatti la derivata direzionale di f(F(t)) lungo una direzione w qualsiasi
e %f(ﬂ(t)) = Vf(F(t)) - w, massima se i vettori sono || .

DEFINIZIONE 10.3. (1) Una funzione vettoriale F = (f1,..., fm) : A — R™, definita su

ACR” con f; : A — R, 1 < i < m componenti, e differenziabile in un punto interno
Py € A se lo sono le sue componenti.

(2) La matrice jacobiana®® di F in Py ¢ la matrice

3{1 (Po) 35; (Po) - afl (Po) e afl L(Po)
Jp,(F) := an (Po) gg;(po) afl (po) af, (po)
Se(R) Ym(R) - Ye(R) - YR

OSSERVAZIONE 10.4. La k-ima riga 1 < k < m di Jp,(F) ¢ Vfr(P); se m =1 Jp,(F) & un
gradiente; se n =1 Jp, (F) ¢ la derivata di una funzione vettoriale di una variabile.

PRrROPOSIZIONE 10.5 (Derivazione di funzioni composte con funzioni interne di pid variabili).
Date F : A — R" A CR*eg: B— R B CR™F(A) C B se F ¢ differenziabile in
Py € A, e g é differenziabile in F(Fy), la funzione composta h = go F : A — R, definita da
h(z) == g(F( ),z € A, é differenziabile in Py e si ha

Ipy(h) = Jr(ry)(9) - Ipy (E).
OSSERVAZIONE 10.6. Siccome Jp, (h) e Jp(p,)(g) sono gradienti, si scrive anche

Vh(Py) = Vg(£(Po)) - Jp, (F).

Esempio 10.7. (1) Siano
g:RZ—R e F:R? —R?
(,y) — 2 =g(z,y) P = (s,t) = (2(s,1),y(s, 1)) = E(P),

Ts Tt
J(S’t)(E) B ( Ys Yt > ’

x x gxxs +g yS
Vg = (92,9y) € Vh = (ga, * ) = v :
9= (92,9y) (9a gy)( Ve U > ( ot + Gyl )

36Dal nome del matematico prussiano C.G. Jacobi(1804-51)
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(2) Siano g(x,y) = 32% +y, F(s,t) = (st,2t + s?) si ha:
9z = 06z,9, =1,
x(s,t) = st, y(s,t) =2t + 8%, xs = t, 11 = 5,ys = 25,y; = 2 e quindi

Js(E) = < ;S ; >,Vh (6st-t+1-2s,65t-5+1-2) = (6512 4 2s,65% + 2).

11. Derivate parziali di ordine superiore

DEFINIZIONE 11.1. Se f: A — R, A C R™ ¢ tale che 8— dV1 <i<n, edé derwabile
rispetto a xg,1 < k < n, la derivata seconda di f rispetto a z; e x) €

9. of
aJTk 8.%1

denotata:

o o f se 1#£k
Bwléaa:k LTk

O .
amifZ 0 foim, s 1=k

ESEMPIO 11.2. Le derivate parziali seconde di f(z,y) = € t¥"+2% sono le derivate parziali
delle derivate 2pau;ziadi prime f, = (2236 —|; 2)ew2+yz+227”7zfy = 2ye® Y’ +22 osgia:
foz = 2% TV 22 4 4(g 4 1)2e% TV H20 = 262" HY 22202 4 4y 4 3),
2 2
Jay = 4(x + 1)ye” e - fyzs
Jyy = 200’ +y 2w 4 4y2(39”2+742+2m = 26x2+y2+2$(1 + 2y?).

NoOTAZIONE 11.3. Dati A C R",r € NU {o0},C"(A) denota 'insieme delle funzioni continue
con derivate parziali continue e derivabili fino all’ordine r.

TEOREMA 11.4 (Teorema di Schwartz). Se f € C%(A) risulta 833; = Dzzzkaa: Vi k.

12. Formula di Taylor (di ordine 2)

Per una funzione (scalare) di una sola variabile f : A — R, A C R, f € C*(A) se 29 € A & un
punto interno il polinomio di Taylor di ordine k centrato in xg e:

(50) Z - ) (4 gy + (1 — o),

o anche, ponendo h = = — xg,

k .
f(@o+h) = Z h3+0(hk)
j=0 !

Per funzioni (scalari) di pit variabili f : A — R, A C R™ differenziabili in A,V Py € A, l’espressione
(48)
f(P) = f(Po) + V(o) (P—PFo)+ op(P) [P —Fll
——

parte lineare infinitesimo

e detta Formula di Taylor di ordine 1 centrata in Py e, posto H = P — Py, diventa
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f(Po+H) = f(Po) +Vf(P) H+ op,(P) [H]|.
——

parte lineare infinitesimo

TEOREMA 12.1. Siano f : A — R, A C R™, Py € A punto interno, f € C*(B,(Ry)),k > 2 per
ogni H = (hy,...,hy,) tale che Py + H € B,.(Py) N A, si ha:

BRI = SR VAR I 5D O (P, + wro(H) |H|%

axi&cj

DN =

infinitesimo

polinomio di Taylor di ordine 2 centrato inPy

NoTaz1ONE 12.2. 11 polinomio di Taylor di ordine 2 di f: A — R, A C R"™ centrato in P &
talvolta denotato T7 p, (H).

Vogliamo trovare una scrittura pid concisa per il complesso dei termini di 2° di TJ?_ P (H).

o

DEFINIZIONE 12.3. Se f: A — R, A C R" ¢ tale che f € C?*(A) la matrice Hessiana di f in
P, interno ad A ¢

fwlxl (PO) fmlzl (R]) B fl’ll’n (‘PO)
Hy(Po) = : : : : ,
fﬂ:nzl (PO) ffcnzz (PO) s fxnrn (PO)

foz(Po)  fuy(Po)
sen =2, Hy(Py) = < fwy(Pg) f'qy(Pg) > .

Il terzo addendo di (51) si scrive allora
1
§(Hf(PO)ﬂ) . ﬂ? con ﬂ = (h’la hQ)a

e quindi

(52) F(Po+ H) = f(Po) + Y (Po) - H+ 3 (Hp(Po)H) - H + wp, (H) | H.

ESEMPIO 12.4. Per determinare il polinomio di Taylor di ordine 2 in O = (0,0) per f(z,y) =
2
e® 1Y si calcolano:

fo=20e”HY f, ="tV Vf(0,0) = (0,1),) H = (x,),
fmm = €z2+y(2 + 4%2), fzy = 2x6w2+y = fyzv fyy = €x2+y © Hf(O) - ( g (1) > ;
) 1 2 0 x
ottenendo finalmente 77 (H) = 1+ (0,1)- (z,y) + 51001 )| (z,y) +w=
1

L+y+50@ay) @y +w=1+y+a’+ % +w.
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13. Estremi relativi

DEFINIZIONE 13.1. Una funzione f: A — R, A C R™ ha un massimo relativo in Py € A se
3 wun intorno B.(Py) di Py tale che

f(P) < f(Py), ¥ P e B,.(Py)N A.
Analogamente si definisce la nozione di punto di minimo relativo®’.
Ricordiamo che per una funzione (scalare) di una sola variabile f : A — R, A C R, f derivabile
in g € A, cn.s. di estremo relativo in xg & f'(x¢) = 0. Ovviamente, nel caso di funzioni di pii
variabili la situazione e pit complicata.

DEFINIZIONE 13.2. (1) Un punto critico o stazionario per una funzione f : A — R,
ACR" n>1, ¢un punto Py € A tale che f € CY(B,(Py)), per qualche intorno di Py, e
Vf(Fy) = 0;

(2) un punto di sella per f é un punto critico Py per f tale che in ogni suo intorno cadono
sia punti P con f(P) < f(FPo) che punti Q con f(Q) > f(Fo).

LEMMA 13.3 (c.n. di estremo relativo). Se Py ¢ un punto di estremo relativo per una funzione
f:A—RACR" n>1,feCYB.(R)), risulta Vf(Py) = 0.

Dim. Supponiamo n = 2. Sia Py = (20, yo) un punto di massimo relativo, la funzione di una
sola variabile g(z) := f(z,y0),g(z) ha in 2o un punto di massimo relativo, quindi ¢'(z¢) = 0, ma

9'(z0) = fx(%0, o).
Analogamente da h(y) := f(zo,y) si ottiene f,(zo,yo) = 0.
Se Py ¢ un punto di minimo relativo la dimostrazione ¢ la stessa.

OSSERVAZIONE 13.4. Siano f: A — R,ACR",n > 1,f € C*(B.(R)), per qualche intorno
di Py € A, punto interno.

(1) Sen=1¢e zp € A soddisfa f'(x¢) =0, dalla formula di Taylor (50) di ordine 2, si ricava

f" (o)
2

f(z) = f(zo) +

(x—x0)2+ O (2) |:U—x0|2 —

infinitesimo

f" (o)
2

f(x) = f(zo) (@ —@0)* + 04y(x) |2 —0|?
infinitesimo

ossia, se [’ (xg) > 0,x9 & punto di minimo relativo.
(2) Se n > 2 e Py un punto critico per f € C?(B,(F)), la formula di Taylor (51), ponendo
P =Py+ H e quindi H = P — P, si scrive

F(P) = f(Po) = 5 (R (Ro)(P = Py) - (P = Po) +wr, (P = P) | (P = Py
infinitesimo

ossia il segno del 2° membro ¢ dato da (H;(FPy)(P — By)) - (P — Po).

37Complessivamente, i punti di massimo relativo o minimo relativo sono chiamati punti di estremo relativo.
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DEFINIZIONE 13.5. Data una matrice simmetrica A = (a;;) € M, (R)® la forma quadratica
associata ad A ¢ la funzione®®
QA : R" —R
n n
85 vy
i=1 j=1

Q4 ¢ definita positiva se Q4(v) > 0, V v # 0,
Q4 ¢ definita negativa se Q4(v) <0,V v #0,
Q4 ¢ indefinita se Q4 assume sia valori che positivi su vettori nonnulli.

EsemPIO 13.6. Le forme quadratiche associate alle matrici

a=(5 1) =1 o) o= (3 4)

SOono:
2 0
Qa(v) = (Av) -v = [( 01 Z; - (v1,v2) = (2u1,v2) - (v1,v2) = 203 + v3;
0 1
Qp(v) = LV - (01, 09) = (v2,01) - (01, v9) = 20109;
1 0 V2
U1

Qc(v) = [( _01 _01 ) ( Vo )} - (v1,v2) = (—v1, —vg) - (v1,v2) = —v} — v3.

OSSERVAZIONE 13.7. I casi elencati in Def.13.15 non esauriscono tutte le possibilita, per esempio

1 0 11
p=(on)r=(i1)
non sono né definite né indefinite!’, infatti: Qp(v) = v?, cioe Qp(v) =0, V (0,v2) (ossia anche se

v #0) e Qr(v) = (v1 + v2)?, cioe Qr(v) =0,V (—vg,vs) (ossia anche se (—vg, ve) # Ogz2).

TEOREMA 13.8 (Test delle derivate seconde per estremi relativi). Siano f : A — R/ A C
R*.n>1,f € C*B.(PR)), per qualche intorno di un punto critico Py per f, posto:

[ n 2
Q) = %(Hf(Po)v) v = %ZZ 8ngj (Po)viv; con v=(v1,...,0,) € R",

si ha
(1) se @ é definita positiva, f ha un minimo relativo in Py,
(2) se @ é definita negativa, f ha un massimo relativo in Py,
(3) se @ é indefinita, f ha un punto di sella in Py.

OSSERVAZIONE 13.9. Per Oss.13.7, ci sono casi in cui dal test delle derivate seconde non si
ottengono informazioni sulla natura del punto stazionario.

38ie. A="tA ai; = a;;,V1 <45 <n.

39n.b. Vale Q4 (v) = (Av) - v, dove Av & il prodotto delle matrici A (quadrata) e v (colonna).

40Eptrambe sono semidefinite positive, ossia vale Q.(v) > 0, V v. La nozione di semidefinita negativita & del
tutto analoga.
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EsEmpIO 13.10. (1) Data f(z,y) =1 — 2% — 42 si ha
Vf=(-2z,-2y),H;(0) = ( 52 _02 ) ,Qf = —x? — y? ¢ definita positiva e O, unico

punto critico, € punto di massimo;
(2) Data f(z,y) =1+ 2%+ 4> si ha
Vi =(2z,2y),H;(0) = ( g (2) ) ,Qf = 2% + y? ¢ definita positiva e O, unico punto
critico, € punto di minimo;
(3) Data f(z,y) =1+ 2% — 32 si ha
Vf=(2z,-2y),Hs(O) = ( (2) _02 ) , Q¢ = 22 —y? ¢ indefinita e O, unico punto critico,
¢ punto di sella;
(4) Data f(z,y) = 2% + y* si ha
Vf = (2z,49y®), Hs(O) = ( g 8 ) ,Qf = 222 & semidefinita positiva, poiché f(z,y) >
0,V (z,y) € R O, unico punto critico, & punto di minimo;
(5) Data f(z,y) = 2% — y> si ha
2 0

Vf=(2x,-3y*), Hs(O) = < 0 0 > , Q¢ = 22% & semidefinita positiva, poiché

g(z) := f(x,0) = 2% ha in 0 I'unico punto di minimo relativo e
h(y) := f(0,y) = —y3 ha in 0 l'unico punto di flesso,
O, unico punto critico di f, € punto di sella.

TEOREMA 13.11 (Criterio per il segno di una forma quadratica di ordine 2 in base al segno
del primo elemento e del determinante della matrice). Siano A = (a;;) € M>(R) una matrice
simmetrica Qa(v) = (Av) - v, la forma quadratica a essa associata e A = det(A) = a11a22 — aly, se

(1) se A>0,a11 > 0,Q4 ¢ definita positiva,
(2) se A>0,a11 <0,Q4 ¢ definita negativa,
(3) se A <0,Qa4 ¢ indefinita.

TEOREMA 13.12. Sia f: A — R, A C R?, f € C%(B,.(P)), per qualche intorno B,.(Py) di un

_ frz(PO) f:ry(PO)
fxy(PO) fyy(PO) ’

(1) se A >0, foz > 0, f ha un minimo relativo in Py,

(2) se A >0, frr <0, f ha un massimo relativo in Py,

(3) se A <0, f ha un punto di sella in Py.

punto critico Py per f, posto A = det(H(Po)v) st ha:

minimo relativo
n.b. Se A =0, f puo avere in Py sia un { massimo relativo

punto di sella.

Esempio 13.13. (1) Siano:
o f(z,y) =1+ 2% +y?si ha: A = ‘ g g ’ = 4, f2+(0) = 2, quindi O, unico punto
critico, € punto di minimo relativo;
o f(z,y)=1— (22 +y?)siha: A= ‘ _02 _02 ‘ =4, fz2(0) = 2, quindi O, unico punto

critico, € punto di massimo relativo;
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o f(z,y) =1+2% —y?si ha: A = ' = —4 quindi O, unico punto critico, &

2 0
0 -2
punto di sella.

Calcoliamo gli estremi relativi di f(z,y) = 2® +y? + 1y — x si ha

Vf = (322 +y — 1,2y + z) e risulta Vf = (0,0) se z = —2y,y = é . ossia
3

A= (BB = (355 da o essendo 14y(P) = (5} ). s ottiene #5(4) =

( _13 ; )’Con _13 ; ‘:_7<OqUindiApuntodisellaer(B): ( ‘11 é )’Con

‘ le ; ’ =7 > 0 quindi B punto di minimo.

Determinare (se 3) il parallelepipedo rettangolo di massimo volume tra quelli di data
superficie totale 25 = 54, dette z > 0,y > 0,z > 0 le dimensioni del parallelepipedo si

ha 54 = 2S5 = 2zy + 2xz + 2yz = 2zy + 2z(x + y), da cui z = QZI_zy, poiché V = xyz =

2, 2 2 2
271";%, dobbiamo determinare gli eventuali punti critici di f(z,y) = 27“’2#
A ° 2 2 2 3 2 2.2 5 3
Siha Vf = (FUmitns, Hemm ity ¢ Vf = (0,0) se

227 —a® —22y) =0 ..y =0027— 2% —2zy =0
{y ( v zy) Y © o vy essendo per ipotesi (z,y) # (0,0)

2227 —y? —22y) =0 -2 =0027—y> — 22y =0
deve essere 22 = 27 — 2xy = y?, ossia 22 —y? =0 equindiz =y > 0,dacuiz =y =

2,—37 =3ez= % = 3, cioe, qualunque sia S, il parallelepipedo deve essere il cubo di
lato g
Bisogna ancora decidere se si tratta di massimo, minimo o punto di sella’.
Si ha for = %Jyy = %afzy = Zwy(w?ﬁ;ﬁxy_f), ossia fz2(3,3) =
-3 <0, fyy(3,3) = =3, f24(3,3) = ’7‘3 e
detH;(3,3) = ‘ ;g) :7; =9— % > 0, ossia (3,3) ¢ effettivamente 'unico punto di
massimo*2. ’

OSSERVAZIONE 13.14. 1l test delle derivate seconde non & semplice da applicare per funzioni di

pitd di 2 variabili (non & semplice determinare il segno di una forma quadratica definita su R, n > 3).
diamo un criterio per stabilire il segno di una forma quadratica qualsiasi, che generalizza quello
visto per n = 2.

NOTAZIONE 13.15. Date una matrice simmetrica A = (a;;) € M,(R) e la forma quadratica

associata Qa, ¥V 1 <k <mn, Ag & la sottomatrice quadrata di ordine k ottenuta da A, eliminandone
le ultime n — k righe e colonne, Dy, := det(Ay).

alil alz A1n
a a ... 1k a a a
11 12 12 22 2n
A1:(CL11)7A2=( >,.‘.Ak: 7...An:A:

a2 az2
A1n a2n . Ann

417 ’intuizione geometria suggerisce che si tratta di massimo!
4286bbene V > 0 si pud far tendere V' a 0 (come?), ossia # minimo.
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TEOREMA 13.16 (Criterio per il segno di una forma quadratica di ordine n). Sia A = (a;;) €
M, (R) una matrice simmetrica, la forma quadratica a essa associata Qa(v) = (Av) - v, é definita
positiva se e solo se 1 Di,0 < k < n sono tutti positivi, dove si é posto Dy := 1 e D,, = det A,
mentre Q4 ¢ definita negativa se e solo se (—1)*Dy > 0,0 < k < n.

14. Alternativa

DEFINIZIONE 14.1. Una forma di grado m (in n variabili) é un polinomio omogeneo di grado m
(nelle n variabili X1, ..., Xy,), in particolare, una forma quadratica (in n variabili) é un polinomio
della forma:

q(Xl,...,Xn) = Z Q’LJX'LXJ
1<i<j<n

Si associa a q la matrice simmetrica

Ay = (ayy) € My(R) definita da: {7~
aij =G 1F]

DEFINIZIONE 14.2. Gl autovalori di una matrice quadrate Ay = (ai;) € M, (R) sono le radici
del polinomio caratteristico P4 (T) := det(A — T1I,,)*3.

Lo studio dei segni degli autovalori della matrice associata a una forma quadratica da una via
alternativa per la classificazione dei punti critici.

TEOREMA 14.3. Date una forma quadratica (in n variabili) g e la matrice associata Ag, siano
A, A € RIS <ngli autovaloti di Ay, q é:
(1) definita positiva (negativa) <= X; >0 (X; <0),V1<j <,
(2) semidefinita positiva (negativa) <= A; >0 (X; <0),V1<j<r,
(3) indefinita < 3 sia autovalori positivi che negativi.

EsempIO 14.4. Data f(z,y,2) = 22 + y* + y? + 2% — 222 si ha:

20 =2z T =z
Vf=(20—2z,4y>4+2y,322—2z) e Vf=(0,0,0) se < 2y(2y> +1)=0 ossiay=0
322 — 21 =0, z(3z —2) = 0.
da cui si ricava che i punti critici sono (0,0,0) e (3,0, 2).
Inoltre, essendo fix = 2, fyy = 1242 + 2, foy =0, for = =2, fy. =0, f, = 62, si ha
2 0 -2
Hf(0,0,0) = 0 2 0 , 1 cui autovalori sono le radici di
-2 0 0
2-T 0 -2
0 2-T7 0 = —TQ2-T)?-42-T)=2-T)(T* -2T —4) =
-2 0 =T

= 2-T)(T—-1-V5)(T-1+5)
ossiaT=2>0,T=1++v5>0,T=1-+5<0.

435i dimostra che se la matrice A & simmetrica, le radici di P4 (T) sono tutte reali.
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2 0 -2
Hp(2,0,(3) = 0 2 0 , 1 cui autovalori sono le radici di
-2 0 4
2-T7 0 -2
0 2-T7 0 = A-T)2-T)-42-T)=2-T)(T? - 6T +4) =
-2 0 -7

= 2-T)T-3—-V5)(T—3+5)

ossia T =2>0T=3+vV5>0T=3-+5>0.
Si conclude cosf che (0,0,0) ¢ punto di sella e che (2,0, (%) ¢ punto di minimo.



CHAPTER 6

EQUAZIONI DIFFERENZIALI

1. Preliminari

In molti problemi scientifici & necessario determinare certe quantita a partire dal loro tasso di
variazione, per esempio:

determinare la posizione di una particella in movimento, note la sua velocita e accelerazione,

determinare la quantita di materiale di una sostenza radioattiva dopo un certo tempo, conoscen-
done il tasso di disintegrazione,

rappresentare la propagazione di una vibrazione lungo una retta (problema delle corde vibranti),
si deve cioe determinare una funzione incognita a partire da un’equazione contenente almeno una
delle sue derivate.

DEFINIZIONE 1.1. (1) Un’equazione differenziale & una relazione tra variabili indipendenti
(che possono cioe assumere qualsiasi valore) variabili dipendenti (cioe funzioni sconosciute
delle variabili indipendenti) e almeno una derivata di variabile dipendente.

(2) Con dipendenza da una sola variabile indipendente si hanno equazioni differenziali ordi-
narie di ordine n (se n ¢ il massimo ordine di derivazione presente), con dipendenza da
pit variabili si hanno equazioni differenziali alle derivate parziali.

(3) Risolvere o integrare un’equazione differenziale (o un sistema di equazioni differenziali)
consiste nel determinare tutte le funzioni (delle variabili indipendenti) che soddisfano
identicamente (ossia qualunque valore assumano le variabili indipendenti) 1’equazione o il
sistema di equazioni differenziali.

L’esperienza dimostra che ¢ difficile (se non per alcune classi ristrette di equazioni differenziali)
ottenere una teoria matematica generale per la risoluzione delle equazioni differenziali.

EsEwmPIO 1.2. (1) ¢'(x) = y(x) equazione differenziale ordinaria del 1° ordine, x variabile
indipendente, y(x) variabile dipendente (sconosciuta). Chiaramente y(x) = e® & una
soluzione, infatti (e*)" = e*, (3 teorema facile che caratterizza tutte le soluzioni).

(2) Equazione di Laplace® : fiz + fyy + for =0
o f(z,y) =azy+ax+by+c, Va,a,b,ceR, e soluzione
o f(z,y) =e"cosay, V a,€ R, & soluzione?;
o f(z,y) = lg(x? + 4?) & soluzione®
A teorema facile che caratterizzi tutte le soluzioni dell’equazione di Laplace.

3.
)

1Importanti nella modellizzazione dei fenomeni la cui evoluzione dipende da due o piu variabili indipendenti,
per esempio il flusso di un liquido in un tubo rigido o elastico, in particolare il flusso del sangue nelle arterie.

Interviene per esempio nella teoria dell’elettricita e dell’elettromagnetismo.

Snfatti fzz = fyy = 0 e banalmente f., = 0.

Anfatti froa = %(ue‘” cosay) = a%e?® cosay, fyy = a—é}y(—ae‘” sin ay) = —a%e®® cos ay.
5 ; _ 0 20 y_ 2@’+y°) -4’ _ 2(y>—a?) _ 0 2y y_ 2@4+yP)—4y® _ 2(a®—y?)
Infatti fzz = ﬁ(ﬁz_ﬁﬂ) T T @? T a2 fyy = gTy(x2_3y2) = T @02 T 2Py

73
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(3) Equazione delle corde vibranti: rappresenta la propagazione di una vibrazione s lungo
una retta, se x e 'ascissa della retta, ¢ il tempo e v la velocita di propagazione, si ha:
% = v2g—i§, il cui integrale generale ¢ s = f(t—2)+@(t+ <) con f, ¢ funzioni arbitrarie;
L’equazione delle corde vibranti € un caso particolare della:

(4) Equazione delle onde: fy = v*(fyz + fyy + f22), con v velocita di propagazione, nello
spazio-tempo a 4 dimensioni x, v, z, t° le soluzioni descrivono onde sonore o luminose.

(5) Equazioni del calore: fi = k(fzs + fyy + f22), con k costante che esprime la conducibilita
termica del materiale in esame.

NoTAZIONE 1.3. Un’equazione differenziale ordinaria di ordine n ¢ un’equazione di uno dei due
tipi seguenti:
(53) FE(z,y(z),y'(2), ...,y (x)) =0
forma implicita

dove z & la variabile indipendente, y(z) & la variabile dipendente (ossia una funzione sconosciuta
che rende (53) un’identita), y(")(z) & la derivata i-ma della variabile dipendente.

y™ (@) = (z,y(2),y (2),...,y" "D (2)).

54
(54) forma normale

OSSERVAZIONE 1.4. Integrando un’equazione differenziale (ordinaria) di ordine n si ottengono
n costanti arbitrarie ¢q,. .., ¢, (ossia, un’equazione differenziale di ordine n ha infinite soluzioni che
dipendono da n costanti).

DEFINIZIONE 1.5. (1) L’ integrale generale di (53) o (54 )7 &

y=f(z,c1,...,¢) 0 U(z,y,c1,...,¢,) =0 (forma implicita).
(2) Assegnando determinati valori ¢1,...,¢, alle costanti arbitrarie si ottiene una soluzione
particolare.

Di solito non interessa trovare tutte le soluzioni di un’equazione differenziale, ma una soluzione
che verifichi particolari (proprieta dette) condizioni iniziali.

DEFINIZIONE 1.6. Il problema di trovare le soluzioni di un’equazione differenziale soddisfacenti
determinate condizioni ¢ detto problema ai valori iniziali.

EsEmpIO 1.7. (1) (Ricerca delle primitive di una funzione assegnata,):
Data g(x) trovare y(z) tale che y'(z) = g(z), sappiamo che se g(z) € C°([a,b]), V z € [a, b]
si ha y(z) = [ g(t)dt + C.
(2) Sey” = ay’,a # 08, ponendo 3 = u ci si riconduce a studiare u’ = au, e siccome u = ce®®
ne rappresenta la totalita delle soluzioni, se poniamo 3’ = ce®® siamo ridotti al problema
della ricerca di primitive, ossia y = ce®® + D ¢ l'integrale generale dell’equazione data.

y'(0) =1 1

Con le condizioni iniziali { siricavac= +,D =2 — %,

y(0) =2

"0)=1
con le condizioni iniziali y'(0) siricavac =1 D=1-1
y(0) =1 ‘ ‘

6Nello spazio-tempo a 2 dimensioni x,t¢ le soluzioni sono le vibrazioni di una corda, nello spazio-tempo a 3
dimensioni z, y, t le soluzioni sono le vibrazioni di un tamburo.

"Ossia la totalita delle soluzioni di (53) o (54).

8Per @ = 0 si ha 4" = 0 che, per (1), significa 4/ = C e quindi y = Cz + D & Dintegrale generale.
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y'(0)=0

(0) = 10 si ricava ¢ = 0, D = 10.
y =

con le condizioni iniziali {

OSSERVAZIONE 1.8. Viceversa, data una famiglia di curve (piane)

U(z,y,c1,...,¢n) =0

S &
ol
[T
o

eliminando i parametri cy,...,c, dal sistema di equazioni « . si ottiene un’equazione

A"y = ()

dx™

differenziale (54) il cui integrale generale ¢ proprio (55).

0, anche, se di un’equazione differenziale 4™ (z) = ®(z,y(z), ' (z),...,y™ Y (zx)) sono date le

y(@o) = yf
R FACORS ! . o
condizioni iniziali < e integrale generale y = f(x, ¢, ..., cy), le costanti arbitrarie
yn =y,
y8 = f($07cl7027-~'7cn)
= e )
sono determinabili risolvendo” il sistema si equazioni:
ygfl = f(n—l)(m()’ C1,C2,..., Cn)
EsEMPIO 1.9. (1) La famiglia di curve (piane) y = 1< ¢ € R ¢ l'integrale generale
dell’equazione differenziale y' = 3(y — 1).
Si ha: % = cez(lic(e:_);ie;(l%ex) = (13?;)2, inoltre vale
Lo gy — Lf(Lee C ol
2\ 2| \1—cer -
114 c2e?® + 2ce® — 1 — ce® + 2ce” o 2ce”
2 (1 — ce®)? (1 — ce)?’
Trovare le soluzioni che soddisfano la condizione iniziale y(0) = 2, si ha 2 = %<
2—2c=1+c -.c=3 ossiay = %

(2) Trovare 'equazione differenziale del 1° ordine soddisfatta da tutte le circonferenze di centro
I'origine.
Una circonferenza con centro I'origine O(0, 0) e raggio 7 ha equazione 2% +3? = r%,r € R%,
per trovare un’equazione differenziale di cui la totalita delle curve di tali equazioni sia
l'integrale generale basta solo derivare I’equazione stessa ottenendo: 2x + 2yy’ = 0, ossia,
xr

ogni circonferenza di centro 'origine ¢ soluzione dell’equazione differenziale: 3’ = -5

(3) Trovare un’equazione differenziale per la famiglia delle circonferenze passanti per l’origine
e aventi centro sull’asse x .

9Se possibile!
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Una circonferenza con centro nel punto C(c, 0) dell’asse = e passante per lorigine O(0, 0),
ha equazione

(o) (sc—c)2+y2=cz,ceR*+,
per trovare un’equazione differenziale di cui le curve con tali equazioni siano soluzione
possiamo derivare 'equazione stessa ottenendo: 2(x — ¢) 4+ 2yy’ = 0, ossia,

(%) r+yy =c,

che, contenendo ¢, € soddisfatta solo dalla circonferenza che ha centro in C, derivando
ancora l’equazione () si ottiene

(%) 1+y?+yy" =0,

E possibile ricavare un’equazione del 1° ordine da (e) e () eliminando algebricamente
¢, infatti, se (ricavandolo da (%)) sostituiamo x + yy’ al posto di ¢ in (e), otteniamo:

(W —a?)

57y il cui integrale generale

22 +y? —2z(x +yy') = 0 e, in forma normale, 3’ =
vedremo dopo come si calcola!®.
(4) Determiniamo le soluzioni dell’equazione differenziale y” = y, per cui y(0) = 1,¢'(0) =1,
vedremo poi che I'integrale generale ¢ y = cie” + coe ", (¢, c2) € R2, pertanto,
y(0) =c1 + c2 l=ci+co cg=1
y'(0)=c1 —co l=c—c co = 0.
(5) L’equazione differenziale (y')? — 2y’ +y+1 = 0 non ammette nessuna soluzione verificante
la condizione iniziale y(0) = 0, infatti se esistesse risulterebbe (y')%(0) = —1.
(6) L’equazione differenziale y' = 3y% ha due soluzioni distinte che soddisfano la condizione

iniziale y(0) = 0 e precisamente y;(z) = 0, y2(z) = 3.

2. Curve integrali campi di direzioni

E impossibile risolvere'? la maggior parte delle equazioni differenziali, 3 pero alcuni artifici che
permettono di farsi un’idea delle soluzioni. Per semplicita noi considereremo solo equazioni del 1°
ordine espresse nella forma normale

yl = f(x,y)

y=z+y
y(0) =1,
di cui abbiamo gia osservato che u = €® & soluzione. Posto y =: uz, si ha ' = v’z +uz’ = u(z+2'),
siccome v’ = u, ossia u(z+2") = r+wuz e quindi uz’ = x da cui e*z’ = x che possiamo scrivere nella
forma Z—; = 2% o anche dz = ZZdx questa, una volta integrata, da z = Ik Zdx+C, essendo y = e”z,
otteniamo y(z) = e” ([ Zdx + C), da cui, essendo [ Ldx = —ze "+ [ e "dx = —ze "—e "+,
si ricava y = De® —x — 1,D € R, e siccome y(0) = 1, si ha D = 2, ossia: y =2 —xz —1 ¢ la
soluzione cercata.

La condizione y' = z + y significa che la pendenza in un punto (x,y(z)) del grafico 'y, (y(z)
soluzione sconosciuta dell’equazione differenziale), detto curva soluzione dell’equazione differenziale,

¢ pari a x + y(z), in particolare, (0,1) € I'y(,) e la pendenza ¢ 0 + 1 = 1.

Esempio 2.1. Dato il problema { si pud considerare ’equazione ausiliaria'® ¢/ = y

105 un’equazione del 1° ordine omogenea.
HChiaramente y =c1e® —cae %,y =cre® + cae™®
120gsia ottenere un’espressione esplicita delle soluzioni.

BDetta equazione omogenea assoctata.
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Disegnando piccoli segmenti di pendenza x +y in molti punti (z, y) otteniamo un campo di direzioni
o pendenze che indicano le direzioni lungo le quali si muovono le curve soluzioni.
e Con una suddivisione dell’asse x in segmenti di lunghezza 1 otteniamo:

— la retta di pendenza 1 per Py = (0,1)!* fornisce P, = (1,2), nel quale la pendenza &

142=3,
— la retta di pendenza 3 per P, = (1,2)'® fornisce P, = (2,5), nel quale la pendenza &
24+5=17,

o

— la retta di pendenza 7 per P, = (2,5)!° fornisce P = (3,12), nel quale la pendenza
3+ 12 = 15, eccetera.

e Con una suddivisione dell’asse = in segmenti di lunghezza 0,5 otteniamo:
— la retta di pendenza 1 per Py = (0,1)'7 fornisce P, = (%, %), nel quale la pendenza

o4

1.3

=4 2 = 2

2772

— la retta di pendenza 2 per Py = (3,3)'® fornisce P, = (1,3), nel quale la pendenza &
Leg-1

— la retta di pendenza I per P, = (1,3)' fornisce P; = (2, 1), nel quale la pendenza &
3, 17 _ 23

2t T =%

— la retta di pendenza 24—3 per P3 = (%7 %7)20 fornisce Py = (2, %), nel quale la pendenza
e2+ %7 = % eccetera.

y/ = f(l‘, y)
y(zo) = o
maggiore ¢ il numero di segmenti disegnati del campo di direzioni, tanto migliore ¢ ’approssimazione
ottenuta del grafico della soluzione.
Calcolare a mano (per un n° elevato di punti) ¢ noioso, ma utilizzando (bene) il computer si
ottengono ottimi risultati.

L’idea base su cui poggia 'uso dei campi di direzioni puo essere sfruttata per trovare approssi-
mazioni numeriche delle soluzioni di equazioni differenziali.

OSSERVAZIONE 2.2. Il procedimento puo essere ripetuto per ogni { e, quanto

PROPOSIZIONE 2.3 (Metodo di Eulero (1707-83)). Dato un problema iniziale generico

yl = f(xvy) *
y(wo) = yo

troviamo valori approssimati della soluzione per valori equispaziati della variabile indipendente.

Dim. 1l primo passo consiste nel calcolare, via l’equazione *, la pendenza in x = 0 e nello
scegliere come prima approssimazione della soluzione ’approssimazione lineare data dalla retta
per (0,1) con la pendenza trovata, ossia come prima approssimazione della curva I'y, grafico della
soluzione sconosciuta y(z), prendiamo la sua retta tangente in un intorno di (0,1) € I'y. L’idea
di Eulero consiste nel migliorare questa approssimazione seguendo la retta tangente solo per un

14Che ha equazione u1 =+ 1 per 0 <z < 1.
15Che ha equazione uy = 3(x — 1) + 2 per 1 < z < 2.
16Che ha equazione uz = 7(z —2) + 2 per 2 < z < 3.
L7Che ha equazione u; =+ 1 per0 <z < %

18Che ha equazione up = 2(z — %) + % per % <z<l1.
19Che ha equazione uz = %(.T -1+ g per 1 <z < %
20Che ha equazione uz = %(m - %) + 17‘7 per % <z<2.
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piccolo tratto e correggere la direzione nel modo indicato dal campo di pendenze, costruendo cosi
una spezzata che approssima Fy21. Precisamente:

1 =29+ h, 29 =21+ h,xz3 =22+ h,... h € R "piccolo”, detto passo.
Dall’equazione differenziale x si ricava che in (xg,y0) la pendenza & y), = f(zo,yo), pertanto, il
valore approssimato della soluzione in z; ¢

Y1 =yo + hf(Zo,yo0),
e, procedendo in modo analogo a partire dall’ (x1,y;) appena determinato si ottiene

y2 = y1 + hf(xo,v0),
e cosi via

Yn = Yn—1 + hf(»””myo);

EsemMPIO 2.4. Illustreremo il Metodo di Eulero nell’Es. 2.1, verificandone la precisione. Ossia,
usiamo il Metodo di Eulero per calcolare una tabella di valori approssimati (con passo 0.1) per la
soluzione del problema ai valori iniziali di Es. 2.1.

up(x) =2 +1,0<2<0.1, up(0.1) = 1.1, in (0.1,1.1) la pendenza ¢ 1.2;
)—11=(z—-0.1)1.2,01 <2 <02, 4;(02) =1.1+0.1-1.2=1.1+40.12 = 1.22,

up(x

in (0.2,1.22) la pendenza & 1.42;

us(x) — 1.22 = (z — 0.2)1.42, 0.2 < & < 0.3up(0.3) = 1.22 4 0.1 - 1.42 = 1.22 + 0.142 = 1.362,
in (0.3,1.362) la pendenza ¢ 1.662;

uz(z) — 1.362 = (z — 0.3)1.662, 0.3 < < 0.4u5(0.4) = 1.362 + 0.1 - 1.662 = 1.362 + 0.1662 =

1.528,

in (0.4,1.528) la pendenza ¢ 1.928;

ug(z) — 1.528 = (x — 0.4)1.928, 0.4 < x < 0.5u4(0.5) = 1.528 + 0.1 - 1.928 = 1.528 + 0.193 =
1.1721;
ricordiamo che il valore ottenuto in Es. 2.1, con passo 0.5, era 2, calcoliamo anche il valore che si
ottiene dalla formula risolutiva y = 2e* —x — 1, si ha

y(0.5) = 295 — 0.5 -1 =2-1.648 — 1.5 = 3.296 — 1.5 = 1.796, il confronto tra questi dati

convince che diminuendo il passo 'approssimazione migliora?2.

3. Problemi

(1) (Ricerca delle primitive di una funzione assegnata) vedi (Es.1.7). Un esempio concreto ¢
costituito dal Moto rettilineo individuato dalla velocita: una particella si muove di moto
rettilineo uniforme con velocitd istantanea all’istante ¢ data da v(t) = 2sint, denotando
s(t) la posizione della particella al tempo ¢, si ha s§'(t) = v(t) = 2sint e, integrando si

ottiene, s(t) = fg 2sinudu = —2cost + 2 + C, per determinare univocamente la posizione
della particella occorre fissare un ulteriore dato, per esempio la posizione iniziale s(0) =
—242+C.

(2) (Ricerca delle funzioni proporzionali alla derivata prima): trovare le y(x) tali che y'(z) =
ay(z),a € R*?3,

21Tanto piu accuratamente quanto pit frequenti sono le correzioni.
22Come era logico aspettarsi!
23Sappiamo che ¥/ (z) = Oy(z) = 0 ha come soluzione y(z) = k, Vk € R.



3. PROBLEMI 79

TEOREMA 3.1. Dati a,c € R,3! f(z) soddisfacente
f'(x) =af(x),Vz eR,(®)
f(0)=c

e vale f(x) = ce®™

Dim. Poiché V¢ € R*, (ce®) = ace®,y(x) = ce® & soluzione di (®) Vc € R e

c = c-e®; sia g(z) tale Che g (z) = ag(z), Vo € R e g(0) = c. Posto h(z) = g(x)e™**,
risulta A/ (z) = (g(xz)e ") = ¢'(x)e™* — ag(z)e™** = e~ **(¢'(x) — ag(x)) = 0, ossia
h(x) = costante, siccome h(0) = g(0) = ¢ si ha necessariamente g(x) = ce®”

Esempi concreti sono costituiti da: Decadimento radioattivo, crescita di una popo-
lazione, eccetera®.
(Ricerca delle funzioni proporzionali alla derivata seconda): trovare le y(x) tali che y”(z)+
by(z) = 0, occorre distinguere a seconda del segno di b.

per b = 0si ha y’(z) = 0 = ¢/'(z) = c1 = y(z) = a1z + 2, V (c1,02) € R? &

soluzione;

per b <0 . b= —k? si ha y/(x) = k?y(z) chiaramente ¢ ed e** sono soluzioni
quindi y(z) = c1e + coe ™V (¢, ¢2) € R? & soluzione;

per b>0 ... b= k? si ha y”(z) = —k%y(z) chiaramente cos kz e sin kz sono soluzioni

quindi y(z) = ¢1 coskz + cosinkz, V (c1,c2) € R? & soluzione.
(ce®™) = ace™

TEOREMA 3.2. Se f(x),g(x) soddisfano y"(x)+by(x) = 0 (e) su tutto R ed entrambe
soddisfano le stesse condizioni iniziali (ossia f(0) = g(0), f/(0) = ¢’(0)) si ha f(z) = g(z).

Dim. La funzione h(x) := f(z) — g(z) chiaramente soddisfa (e), inoltre, poiché

y'(z) = —by(z) vale y"(x) = ~by/(x),y""(x) = ~by"(x) = b’y(z) e quindi y*")(z) =
(=1)"b"y(x),y D@ = (=1)»~1p"~1y/(z), da cui, utilizzando le approssimazioni di h(x)
mediante il polinomio di Taylor, si dimostra che h(z) =0, V x € R.
(Problema di Cauchy): Dati f : D C R? — R e (z0,40) € D, il Problema di Cauchy
(P.d.C. per brevita) per 'equazione differenziale ordinaria del 1° ordine in forma normale
y'(z) = f(x,y) (¢), con dato iniziale (zg,yo), € la ricerca di funzioni y : I — R con
xo € I, y(z0) = yo che risolvano (¢)°.

Esempio 3.3. Illustriamo alcuni esempi concreti di equazioni differenziali ordinarie

(1)

(2)

y" 4+ 2y +y = 0, equazione differenziale ordinaria lineare®® del 2° ordine a coefficienti
costanti.
Si verifica facilmente che V (c1,c2) € R%) y(x) = (c1m + ca)e™® @& soluzione.

xy' +y =1y?, equazione diﬁerenziale ordinarm del 1° ordine a coefficienti non costanti.

= % o anche

Scrivendo prima zy’ = y? — y poi y’ = y —Y ¢ infine
dy
Y-y

si ottienef(ﬁ—%> dy = [ Ldz+ C dacuilgly — 1| —lgly| =g || + C,

yLy
= %’3 (forma normale ottenuta medlante la separazione delle variabili),

2416 vedremo dopo.

253§ dimostra che sotto condizioni abbastanza generali il P.d.C. ammette un’unica soluzione.

26Un’equazione differenziale in cui la funzione incognita e le sue derivate compaiono con esponente 1 & detta

lineare.
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ossia lg ’yT_l’ =lg|z| + C e quindi:

y—1
Y

= |z[e o ”—;1 = kz, per qualchek € R
integrale generale in forma implicita,
scrivendo y — 1 = yka ossia y(1 — kz) = 1 si ottiene:

y= ﬁ per qualche k € R
integrale generale in forma esplicita.

(3) ¥y +vy = 23 equazione differenziale ordinaria del 2° ordine a coefficienti costanti.
La totalita delle soluzioni dell’ equazione omogenea associata y”' +y =0 & y = ¢y cosx +

cosin 2?7; vediamo se l'equazione data ammette soluzione polinomiale®®, sia P(X) =

AX3 + BX? +CX + D, si ha P/(X) = 3AX%? +2BX + C,P"(X) = 6AX + 2B, si
tratta di vedere se 34, B,C, D € R tali che 64X + 2B+ AX3 + BX?+CX + D = X3
ossia (A —1)X3+ BX?%+ (6A+ C)X + D = 0, per il principio di identita dei polinomi??,
deve essere A—1=B=06A+C=D=0dacui A=1,B=0,C = —-6,D = 0, pertanto
P(X) = X3 —6X ¢ la soluzione cercata.

Come succede per le equazioni algebriche, la totalita delle soluzioni dell’equazione
differenziale assegnata ¢ data dalla somma di una sua soluzione (particolare) con la totalita
delle soluzioni dell’equazione omogenea associata, pertanto e della forma:

Y = clcosx+0251nx+x3 — 6x.

(4) Dire per quali r € R,y = €"® soddisfa 'equazione differenziale y’ +y' —6y = 0, se y = €'
si ha y' = ry,y” = r?y, sostituendo nell’equazione differenziale data r2y + ry — 6y = 0 se
y#0,Vr,z € Rday(r®> +r —6) = 0 siricava 0 = (r> +7 — 6) = (r + 3)(r — 2) ossia
y = e 3%, y = €2* sono soluzioni.

4. Equazioni differenziali (lineari) dei 1° ordine

DEFINIZIONE 4.1. Un’equazione differenziale lineare del 1° ordine & un’equazione differenziale
della forma

Y () + P(x)y(z) = Q(z) (4)
con P(x),Q(z)funzioni note della variabile indipendente su un intervallo] C R.
Vogliamo determinare le soluzioni y(z) di (¢), definite su I con y(a) = b per qualche a € I,b € R.

I Q(z) =0, ossia consideriamo ’equazione omogenea associata a (¢),

y'(x) + Px)y(z) =0 (¢),
se y(x) # 0, Vo € I, l'equazione (¢)’, & equivalente a Z((;)) = —P(z), ossia (Igy(z)) =

—P(z) e quindi Ig [y(z)| = — [ P(z)dz + C .. y(z) = e~ 4@, con A(z) = [ P(t)dt*.
Abbiamo cosi il seguente

27Lo vedremo dopo.

280ssia se 3 polinomio P(X) che ¢ soluzione, poiché deg P”" < deg P, dovra esseredeg P < 3.

29Due polinomi sono uguali se e solo se hanno i coefficienti ordinatamente uguali.

30In particolare per P(z) = —a, a € R, ritroviamo equazione y'(z) = ay(x) che ha come soluzione y(z) = ce®®.
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TEOREMA 4.2. Data P(z) € C°(I),I C R,Va € I,b € R,3y(x) soddisfacente il

P.d.C.
{y%x) + P(z)y(z) =0
y(a) =10
e precisamente:

y(z) = be Ja PO,

II Q(z) # 0, sia g(x) una funzione soddisfacente ’equazione (4), poniamo

h(z) := g(z)e?™@ con A(z) = /r P(t)dt3?,

si ha
W) = g @)er™ +g@)e™@ . Ax) = @ (g () + g(2)A' () =
e (g () + g(2)P(x)) = e*Q(),
da cui

/ ’ B (t)dt = / ’ eAMQ(1),
(ossia h(z) — h(a) = [} e*DQ(t) = h(x) = g(a) + [, *DQ(1)),

e quindi g($)6A(w) = g(a) +/ eA(t)Q(t)v

9(z) = g(a)e 4@ 4 =A@ / AOQ(t)dt

se vale g(a) = b & cosi risolto il P.d.C..
EsEmPIO 4.3. (P.d.C. relativi a equazioni differenziali lineari del 1° ordine)
(1) Dato
{my/ +(1—2)y=e* Vaze (0,+00)
y(1) =0,
e

si ha y/ + =2y = %, ossia P(z) = 1 —1,Q(z) = e y' + =2y = 0 & I'equazione

x

omogenea associata; pertanto A(z) = [, P(t)dt =gz — (z — 1) e:

y(x) = be A 4 A@ / ADQt)dt =
1
@ o2t
_ pe-lEr—(e-1)] +e—[1gw—(z—1>1/ oD gy =
1
z—1 z—1 Ty 2t z—1 i
S A / =S =C {b+/ et“dt}—
T z J1 e t T 1
e:cfl
= b+ e(e” —e).

31y b. risulta h(a) = g(a)e® = g(a).
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(2) Dato
Yy —3y=e€ VrecRy
{y(O) =0,
si ha P(z) = —3,Q(z) = €2* e ¥ — 3y = 0 & l'equazione omogenea associata; pertanto

x) = [y —3dt = =3z, e:
y(x) — 06330 + 6B:v f()x 62t673tdt — 63m foz eitdt — 63m [767t]§ — eBm _ 621'
(3) Riprendiamo ora 'Es.2.1

y=xz+y Ve (0,+0)
y(0) = b,

si ha P(z) = —1,Q(z) = x e y —y = 0 & 'equazione omogenea associata; si ha pertanto
x) = [y —dt = -z, e:

x xr
be” + e” / te tdt = be® + { [—te_t]g - / —e_tdt} =
0 0

= be" +e" {—ze " +0— [eft]g} =be" —x—1+e"=e"(b+1)— (z+1).

y(x)

4.1. Equazioni differenziali lineari del 1° ordine: problemi concreti.

1. (Decadimento dei neutroni) Detto N(t) il n° di neutroni presenti al tempo ¢ e con p la

probabilita che un neutrone®? si disgreghi in un secondo, si ha I’equazione

ossia N((t)) + p =0, da cui
fw ]J\\[,(tt)) dt = fo —pdt, [lg N(t)]; = —pz, lg N(z) — g N(0) = —pz, quindi
lg N(z) = —px +1g N(0), e infine N(z) = N(0)e #?.

2. (Decadimento radioattivo) Detta f(t) la quantitd di materiale radioattivo presente al
tempo ¢, f'(t) ne rappresenta il tasso di variazione3® al tempo ¢ e vale

f'(t) = —kf(t), k>0 costante di decadimento*

pertanto, ogni sua soluzione ha la forma f(t) = f(0)e k¢, essendo e ** # 0,V t € Ry, f(t)
non si annulla mali, in effetti non interessa tanto studiare la durata della ’vita totale’ di
una sostanza radioattiva, quanto il tempo richiesto per il decadimento di una porzione>?
3. (Caduta libera in un mezzo resistente) Un corpo di massa m, inizialmente fermo, cade da
grande altezza®®, s(t) indica lo spazio percorso nella caduta al tempo ¢, v(t) = s(t) indica

321] neutrone n non & una particella stabile, ma si disgrega spontaneamente in un protone pT, un elettrone e~
e un neutrino v, ossia n — pT + e~ +v.

33Per tutti gli elementi radioattivi il tasso con cui una determinata sostanza si decompone & proporzionale in
ogni istante alla quantita (che diminuisce al crescere di ¢) di materiale presente in quell’istante.

35Dj solito interessa % = l tempo di dimezzamento o semiperiodo, ossia
%f(O) = f(0)e~xt lg =—kt, t= lg— , (il semiperiodo ¢ lo stesso per ogni quantitd di un dato materiale).

36Supponlamo il moto rettlllneo e che le sole forze siano la forza di gravita mg, diretta verso il basso, e la forza
di accelerazione —kwv, diretta verso l’alto.
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la velocita all’istante ¢,s'(0) = 0 e a(t) = (v(¢))" indica laccelerazione all’istante ¢, dalla
2° legge di Newton del moto si ha: ma = mg — kv quindi

v'(t) + %v(t) =g

da cui v(t) = e~ w' ft gemtduy = e~ mt e [e%t — 1] = [1 — e_%t] ossia, v(t), — 5,
poiché a(t) = v'(t) = ML E =5t gi ha a(t)t e 0, poiché v(t) = §'(t) si ha

k m

s(t) = [y ma [1 —~ e—%u} du = 19t 4 mam [o—Ft 1],

4. (Legge di Newton del raffreddamento) La Veloc1ta con cui un corpo cambia temperatura e
proporzionale allo scarto fra la sua temperatura e la temperatura dell’ambiente circostante.
Siano T'(t) la temperatura (ignota) del corpo in questione al tempo ¢ ed M(t) la temper-
atura (nota) dell’ambiente circostante al medesimo istante, si ha T"(t) = —k[T(t) — M (t)],
ossia il P.d.C.

T(t) + kT (t) = kM(t), k> 0,t € [a,7],a,7 €R
T(a) =0,

la cui soluzione sappiamo essere T(t) = be ™ + e™* [ kM (u)eF* du.

Come esempio effettivo supponiamo ¢ € [0/,40'], T(0") = 200°C, T(40") = 100°C,

M(t) = 10°C, Vt € [0/,40']. Si ha:

100 = 200e~*40 4 10e~F40 [¢F40 — 0] ossia 100 = e*k40(200 —10) + 10,
da cui 90 = e~ #49190 cioe e #40 = 1% ovvero —k40 = lg = ek= 0 lg 19—9
Calcoliamo ora il tempo necessario per passare da 200°C a 100°C', con ambiente a 5°C"
essendo 100 = T'(t) = 200e % + 5e (M — %) = 5 + 195, si ricava 95 = 195e
ossia 19 = 39¢™* e quindi 1g19 = 1g39 — kt cioe kt = Ig %, complessivamente si ha
dunque t = 40% 38,5,
Calcolando invece 1 tempo necessario per passare da 100°C. a 10°C., con ambiente a 5°C.:
si ottiene 10 = T(t) = 100e 5~k (b — €°) cioe 5 = 95, ossia 1 = 19" e quindi
lg % =—kt " 1gl9=ktet= %lg 19, dunque complessivamente ¢t = 1;?91% ~ 158'.
Ossia, la velocita di raffreddamento decresce quando la temperatura del corpo da raffred-
dare si avvicina alla temperatura ambiente.

5. (Problemi di diluizione o miscelazione®”) Detta y(t) la quantita di sostanza presente nel
serbatoio al tempo ¢, ci sono due fattori che causano la variazione di y(t) : la soluzione in
ingresso (che aumente la concentrazione), la miscela in uscita (che diminuisce la concen-
trazione).

Supponendo di avere un serbatoio S, di capacita 5000, contenente 20K g di NaCl
disciolto in H5O, una soluzione salina di concentrazione pari a 0,03Kg/¢ entra alla ve-
locita di 25¢/'; il contenuto (continuamente rimescolato) esce da S alla stessa velocita®
Determiniamo la quantita di NaCl presente dopo 30’.

In S entrano 0,03%¢ . 25¢ = 0,7559 di NaCl, da S escono L8 Ka . 95¢ = s Kg g
NaCl, il processo & descritto dal P.d.C.:

3TIn un serbatoio di capacita fissata, riempito di una soluzione di una qualche sostanza, entra (a velocita
costante) una soluzione di data concentrazione della medesima sostanza, rimescolando continuamente (in modo che
la miscela sia uniforme), il liquido esce (con velocita costante, in genere diversa da quella di entrata).

380ssia il serbatoio S contiene sempre 50004 di liquido.
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y(0) = 20,

da % = 150263(t) si ottiene flffé—y_y = [ 55dt e quindi —1g[150 — y(t)| = 555 + C, da
cui, essendo y(0) = 20, C = —1g 130 e 1g|150 — y(¢)| = 1130 — infine 150 — y(¢) =
130e~ 300, y(t) = 150 — 130e~ 200 e (30) ~ 38,1Kg.

(Inversione dello zucchero®®) Dette a la quantita di zucchero su cui avviene la reazione e
z(t) quella dello zucchero trasformato dall’inizio all’istante ¢, ’equazione differenziale che

descriva il processo e:

{ y/(t) = 0,75 — 41

_t
2007

d d
d—gtg =k(a —x(t)), ossia / - jcz = /kdt, dacui lg(la—1x)=-kt+C
equindia —z = e *¥C 2 =a— C'e ¥, la quantitd di zucchero non ancora invertito

sara dunque
z(t) =a—a(l —e*) =qe

. (Dissociazione dell’acido iodidrico in H e I)** Alla temperatura di 440°C, detti x(¢) il n°

di grammi-molecole di HI decomposte al tempo ¢, V' il volume (in litri) occupato inizial-
mente da una grammo-molecola di HI, K = 0,02 (a 440°C), k, a? = 4K? coefficienti di
proporzionalita, ’equazione differenziale che descriva il processo e:

dx k 9 9 . / dz k /

& 21— 2)? —2()?] d 2 |a

dt 4V (1 = 2(t)” — (7] da cui a?(l—x)2—22 4V ’
n.b. a?(1 — x(t))? — x(t)? pud scriversi nella forma x? {a2 (L- 1)2 - 1} , inoltre, siccome
vale d(L — 1) = —J;dz, si ha

dz dx d(%*l)
/a?(lx)?aﬂ:/xz @ (-1 1] :‘/a2(;_1)2—1’

ponendo poi z = a(2 — 1), si ha dz = ad( — 1), ossia

dx 1 dz .
/dt /a21—x)2 x2:_5/7z2—1’ da cui

k 1. |z—1 1. ai-1)-1 1 al-2)+z

2o =_"1 S Pt

w' 2agz+1‘ 2 el —1)+1 2a Pa(l—xz)—az OO°

k 1-

g—vt +C' =1g m, da cui, essendo z(0) = 0, C' =1g1 =0, pertanto
1-— a a
m = e e quindi a+ z(l—a)=[a—2z(1+ a)]eﬁt

39Lo zucchero di canna disciolto in acqua acidulata (contenente HCI) si trasforma in modo che, mentre all’inizio

faceva deviare verso destra il piano di polarizzazione della luce, dopo lo fa deviare verso sinistra(inverte cioe la
rotazione del piano di polarizzazione da destrogira a levogira). La trasformazione avviene a poco a poco, a un certo

istante dall’inizio lo zucchero sara in parte destrogiro e in parte levogiro e la velocita di reazione &, in ogni istante,
proporzionale alla quantita di sostanza non ancora trasformata.

40p;ocesso descritto in un testo di chimica del 1940!
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ak 4

ossia x | (1 —a) + (1 + a)e?v ] =a (e%t - 1) e finalmente
()

1+eﬁ —|—a(e2v —1)

xr =

8. (Modelli di crescita di popolazioni)** Detto P(t) il numero®? di individui della popolazione

all’istante t, il tasso di crescita e % e 'equazione differenziale che descrive il processo e:
dP )
— =kP(t)*,
i (t)

in cui, escluso il caso di popolazione vuota, si ha P(t) >0,V t € Ry. Siha [ 45 1 = [ kdt,
da cui lg P(t) = k:t + O, essendo 0 < P(t), quindi P(t) = e*+tC¢ = Aelt A ¢ ]R+.

Se k> 0 si ha 2~ 0 e al crescere di P(t) anche % cresce.

Un modello p1u reahst1co di crescita deve tenere conto almeno della limitatezza delle
risorse: precisamente, il livello della popolazione non puo indefinitamente oltrepassare la

capacita K dell’ambiente*®. Si arriva cosf all’equazione differenziale logistica:

% _ kP(t) (1_11(;)),

nb. se P<K K, £ —>0,se P>K 1-L£ <0edf =0 < P{t)=00P((t) =K
soluzioni di equilibrw

ool

Integrando: [ = [ kdt, ossia f( + = P) dP = [ kdt si ottiene:

P-F) ~

=—kt —C, da cui:

K-P
Ig|P| —lg|K —P|=kt+C cioe g”

P
_ K
Ae=Fkt 17

K-P

P
pert =0, P = Py, Py = 4y, pertanto A+ 1= 5, A= E50.

Un ulteriore modello ¢ detto preda-predatore®, se R(t) ¢ il numero delle prede presenti
all’istante ¢t e W (t) ¢ il numero dei predatori allo stesso istante, la crescita di entrambi in

K
= +e FC ¢ quindi 5= Ae* 11, ossia P =

ool

41Ne11’ip0tesi che queste crescano con un tasso proporzionale al n° di individui presenti, ipotesi ragionevole per
popolazioni di batteri o animali in condizioni ideali: ambiente illimitato, nutrimento adeguato, assenza di predatori,
immunita da malattie.

42per dare senso alle considerazioni che seguono si deve supporre che la popolazione sia molto numerosa, anzi,
a rigore, sarebbe necessario sostituire la situazione reale (di una popolazione numerosa ma pur sempre finita) con
una schematizzazione nel continuo.

430ssia la stessa del decadimento dei neutroni o radioattivo, ma anche dell’aumento di un capitale investito a
un tasso di interesse composto continuo, della crescita della massa di una cellula posta in un ambiente ideale.

L’equazione differenziale lineare ordinaria d%—g) = ky(t) che descrive fenomeni y(¢) il cui tasso di variazione &
in ogni istante ¢ proporzionale a y(t), & detta legge di crescita narurale se k > 0, legge di decadimento se k < 0.

4436 a un certo istante la popolazione supera il valore K, dovra cominciare a decrescere verso K, avremo cioe:

dP dP
rr =kP finché P K K, pr <0 seP>K.

45Perché tiene conto del fatto che in uno stesso ambiente spesso convivono prede (e.g. conigli, pesci, afidi,
batteri) e predatori (e.g. lupi, pescicani, cimici, amebe) costituendo le prime il cibo per i secondi.
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assenza degli altri e espressa da:

d—R:/<:R,k;>O7 ﬂz—rﬂf,r>0.

dt dt
L’interazione fra R e W & regolata dal fatto che le rispettive crescite sono proporzionali a
entrambe le popolazioni, ossia al prodotto RW, si hanno quindi le equazioni prede-predatori
di Lotka-Volterra:

B — kR —aRW acR,

dat —
aw _
Per trovare la soluzione di equilibrio (ossia R ¢ W costanti) basta annullare le %, %.

Espletiamo i calcoli con £ = 0.08,a = 0.001,r = 0.02,b = 0.00002, si ha:

0=8-10"2R — 1073RW,
0=-2-10"2W +2-10"°RW,
da cui, escludendo la soluzione banale R = 0 = W, ci si riconduce a un sistema di Cramer
(ossia con un’unica soluzione), W = 80, R = 103.
Pensando W come funzione di R, si ha un’unica equazione differenziale:

AW _dW R W W bRW
dt  dR dt’ ’ dR_‘fT}f_ kR — aRW

(Modelli di diffusione di un’epidemia®®) Dette y(t) la porzione di popolazione gia conta-
giata all’istante ¢ e 1 — y(¢) quella della popolazione non ancora contagiata al medesimo
istante t*7, si arriva all’equazione differenziale:

vy =ay(l —y), a costante, tasso istantaneo di diffusione dell’epidemia,

il cui integrale generale ¢: y = ﬁ‘ls

(Legge allometrica®) Detti rispettivamente x(t),y(t) i volumi (o i pesi) di due organi di
uno stesso individuo all’istante ¢, le quantita %d—?, %d—f risultano proporzionali secondo
un fattore k°°, nella relazione:

1dy 1dx

—— =k——.

y dt T dt

Notiamo che in quest’equazione differenziale compaiono tre variabili: ¢ (variabile indipen-
dente) e x(t), y(t) (variabili dipendenti), si dimostra che in realta & possibile eliminare la
t pervenendo a un’equazione differenziale della forma:

dy _ L Yst

dz x

4GNeH’ipotesi che la velocita di diffusione sia proporzionale sia alla porzione di popolazione gia contagiata sia

alla porzione non ancora contagiata, otteniamo un ulteriore caso di equazione differenziale logistica.

47Per comodita il totale della popolazione & pensato normalizzato a 1.
48Come risultera dalla risoluzione delle equazioni differenziali del 1° ordine a varaibili separabili.
491 noto che due organi diversi di uno stesso individuo (e.g. cervello e fegato) crescono in genere con velocita

diverse, indagini sperimentali suggeriscono tuttavia che 3 una notevole relazione tra le velocita di crescita dei due
organi.

50Che dipende dalla coppia di organi considerata e non dal tempo!
51gj osservi che in tal modo la variabile indipendente non & pid il tempo, ma lo & diventata il volume di uno dei

due organi, mentre il volume dell’altro organo & diventato la sola variabile dipendente.
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la soluzione generale di questa equazione differenziale che, (separando le variabili), possi-

amo scrivere 7% = ke e lgy = klgx, ossia y = Ca”™.

5. Equazioni differenziali del 1° ordine a variabili separabili

DEFINIZIONE 5.1. Un’equazione differenziale del 1° ordine

y'(z) = flz,y) con f(z,y)=Q(x)Ry)  (»)
¢ detta a variabili separabili, infatti, se R(y) # 0, otteniamo

dy s dy 2
—— = Q(x)dx e quindi —:/Qxd$5.
R ~ O R ) O

OSSERVAZIONE 5.2. Dette rispettivamente W(y) e G(z) due primitive del 1° e 2° membro,
risulta W (y) = G(z) + O, se W & invertibile si ottiene y(z) = W~Y(G(z) + C), inoltre, se
y(wo) = yo, da yo = WG (o) + O) si ricava C = W (yo) — G(x0).

ESEMPIO 5.3. (1) Dato il P.d.C.
y(z)=(z+1e v xe€(0,+0)
y(0) =0,

si ha: % = Ztl da cui [evdy = [(x + 1)dz, quindi eV = ””—; +z + C, ossia:

yzlg(é—{—x—i—(}’) ossia yzlg(%—{—x—i—(}')
y(0) =0 0=1gC

dacuiC=1 eyzlg(L;Jr:rJrl).
(2) Determinare quali sono le linee piane per le quali la tangente forma un medesimo angolo
a con una retta fissa (e.g. l'asse x).
L’equazione differenziale che descrive il problema e:
d
Y tan o,

dx
cioé dy = tan adx, ossia y = ztana + C,
pertanto, le linee cercate sono rette.
(3) Determinare per quali linee piane il coefficiente angolare della tangente alla curva in un
punto della linea & sempre uguale al rapporto fra le coordinate x e y del punto.
L’equazione differenziale che descrive il problema e:

dy _z

dr y’
cioe ydy = xdx, ossia % = 12—2 + C, e quindi
B2yt = C'=0 0=a22—-y>=(x—vy)(xr+vy), bisettrici degli assi
1C#£0 iperboli equilatere con asintoti le bisettrici degli assi.

523¢ riconsideriamo gli esempi concreti di equazioni differenziali via via descritti ci accorgiamo che molti di essi
erano a variabili separabili.
53Integrale generale in forma implicita di (p).
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6. Equazioni differenziali del 1° ordine omogenee
DEFINIZIONE 6.1. Un’equazione differenziale del 1° ordine
y'(x) = f(z,y), incui, f(te,ty) = flz,9) (<)

¢ detta omogenea (di grado 0).

ESEMPIO 6.2. Le funzioni seguenti sono tutte omogenne di grado 0, f(z,y) = Z;;, flz,y) =
TS fr,y) =gz — gy,

OSSERVAZIONE 6.3. In particolare, se f(x,y) ¢ una funzione omogenea di grado O e t = %, x # 0,

si ha che:
1 1 Y
f(x’y):f<xx7yx>:f(17x>’

da cui, ponendo v = £, cioe y = vz si ottiene y’ = v’z + v e quindi I'equazione data (<) diventa

dv

x - 1,v
=) -
dv
= —dzx
f(l? U) - € ’
ossia, un’equazione a variabili separabili.
ESEMPIO 6.4. (1) Datay’ = 1 da cui, ponendo come sopra v = ¥,
cioey =vrey =v'r+uv,si ottlene a:g; = ZI_} — v, ossia xj; = fq’vjll, si ha quindi:
v+ 1
—dz,
/ v2 + 1 /
2
dacui i [ d(:gfll) + [ u21+1dv = —lg|z| + C, ossia
$1g(1 +v?) + arctanv = —1Ig|z| + C e, sostituendo v con ¥,

%lg(watyz )+arctan £ = — g |z|+C o anche 1 lg(z?+y?)— L lgz®+arctan ¥ = — Ig |z[+C,
da cui, essendo lgz? = 21g |z,
3 1g(a? +y?) + arctan £ = C.

’1/2

2_,..2 ..

(2) Riprendiamo l'equazione di Es.1.9(3), v/ = yh;: e scriviamo y' = 2y , da cui con le

dv _ v3-1 dv _  v241 2udv __ dx ;s
solite sostituzioni, x 37 = *5- v, Tgr = =5 e qu1nd1 741 = & » da cui integrando

si ottiene lg |z| = —1g(v? + 1) +1g D, ossia = UQ_H e , sostituendo v con ¥,

2 \ . .

x = y2D+1 = y?fo s y?> + 22 = Dz, che, per D = 2¢ ¢ proprio ’equazione della
w2

x

circonferenza di centro C(0, ¢) passante per O(0, 0).
y'(x) =5 +2% el +o0)

(3) Risolvere il P.d.C.
y(1) =1

54Una funzione siffatta & detta omogenea di grado 0, pit in generale, se vale f(tx,ty) = t¢f(x,y), f(z,y) &
detta funzione omogenea di grado d.
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y'(x) % +2% ze(l,+o0)
y(1) =1,
vVedv=3+2v
v(l) =

vy = lt)”z, o anche ’gdv = 9z ¢, integrando si ottiene: [}’ S‘Zfl = [ ossia
[21g(1+ 52)]1;@) = [lg|t[]], da cui % [lg(1 +v?) —1g2] = lg|z| e poi %lg% =lgu,
infatti > 0, e quindi 4/ % =z, da cui 1+v? = 222 0 anche v = /222 — 1, finalmente
4 = /222 — 1 fornisce y = zv/22% — 1.

Riscrivendolo nella forma { possiamo operare la solita

sostituzione v = £, e otteniamo { , siamo cosi di fronte all’equazione

7. Equazioni differenziali (lineari) ordinarie del 2° ordine

DEFINIZIONE 7.1. Un’equazione differenziale lineare del 2° ordine & un’equazione differenziale
della forma

y' (@) + Pi(2)y (z) + Pa(x)y(z) = R(z) (4)%,

con Pj(x), Py(x), R(z) funzioni note della variabile indipendente su un intervallo I C R.

Noi considereremo solo equazioni della forma

y"(x) + ay'(z) + by(x) = R(z) (&),

con a,b € R, se R(x) = 0 'equazione & detta omogenea.
Data (A’), consideriamo ’equazione omogenea associata

y" () + ay'(x) + by(z) =0 (a"),
dobbiamo distinguere diversi casi a seconda dei valori di a e b.

(1) Sea=b=0, (A”) diventa y"”(x) = 0, quindi y'(z) = ¢1 e y(z) = c12 + cs.
(2) a=0,b+#0, (A") diventa y"”(z) + by(z) = 0, e (vedi Problema (3)) bisogna distinguere
0>b=—k>=y"() =k*y(z) e y(x)=cre" + c2e®,
0<b=k?=y"(z) = —k*y(z) e y(x)=cicoskx+ cysinkz,
e in entrambi i casi si ha l'unicita della soluzione per y(0) e y'(0) dati.
(3) a #0,b =0, questo caso & stato trattato in Es. 1.7, ottenendo y(z) = c1e** + cs.
(4) ab # 0, posto d = a® —4b, detto discriminante, (A") siriconduce al caso (2); siano infatti
u, v tali che y = uv, si ha:
y = u'v+ ur,
y// — u//v + u/,U/ _"_ul,v/ + U'UI/,
sostituendo queste espressioni in (A”) si ottiene:

0 = vv+2uv +uw” +a(u'v+u') + buv =
vu” + (20 4+ av)u’ + (V" + av’ + bv)u
se v/ = —%v (e.g. v=e"2%) si hav” = %v, da cui

550gserviamo che per questo tipo di equazioni si ha un teorema di 3! soluzione, ma 3 formula risolutiva tranne
che per Pi(z) = a = cost., P2(x) = b = cost..
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0 =ovu + 0u + (%v — §v+bv) u="v (u” + %u) , ossia, posto d = ab — a?,
siccome v non € mai nulla,
u’ — %u =0 (v)
e y soddisfa (A”) se e solo se u soddisfa (V¥), pertanto, la soluzione di (A”) con ab # 0 &
y(x) = e 2% (cruy (z) + coua(z)),

con ¢1,ce € R e up(x),us(x) soluzioni di (V¥), ossia per

d:o7 ul(qj>:x U/Q(l'):l
4>0, w@ =" w@) —et  k=1Vd
d <0, up(x) = coskx ug(x) = sinkz ,

o anche, posto vy (z) = e~ 3%u; (), vo(x) = e~ %uy(x), al variare di d come sopra,
y(x) = cro1(x) + cava(x)

¢ l'integrale generale di (A”).

7.1. Metodo di variazione delle costanti di Lagrange(1736-1813).
Torniamo ora alla generica equazione lineare a coefficienti costanti " (z)+ay’ (x)+by(xz) = R(x) (4A').
Dati a,b € R,V f € C?(R) poniamo
L(f) = f"+af +0f,
per le proprieta delle derivate, V f1, fo € C?(R),c € R, risulta:

(fi+ 1) +alfi+ f2) +b(fr+ f2) =
U tafi +bfi+ i +afy =bfs = L(f1) + L(f2),

L(fi + f2)

L(cf) = (cf)" +alcf) +bef = cf” +acf +bef = cL(f),
(linearita dell’operatore L : C*(R) — C2%(R)).

L’equazione (A’) diventa allora L(y) = R(z), inoltre, se y1,y2 sono due soluzioni di (A’) si ha:
L(y1 —y2) = L(y1) — L(y2) = R(z) — R(x) = 0, ossia y; — ya & soluzione dell’equazione omogenea
associata (A”), vale cioe

y1(x) = y2(z) = crvi(x) + cava(2),
per cui
yi(z) = y2(z) + crv1 (@) + cava2(x),
¢ l'integrale generale di (A’) dove y2(z) ne & un integrale particolare®C.
Non ci resta quindi altro da fare che costruire un integrale particolare di (A’).

DEFINIZIONE 7.2. Date vy (), va2(z) € CH(R) il Wronskiano®® di v1(z),ve(z) &
W () = v (2)vh(w) — v (z)va(2)*™.

56pel quale occorre verificare ’esistenza.
57Dal cognome del matematico polacco J.M. Hoene-Wronski (1778-1853)
583i verifica che W (z) # 0,V z € R.
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METODO DI VARIAZIONE DELLE COSTANTI 7.3. Noi cercheremo di determinare due funzioni
t1(x),t2(x) tali che
ya(x) :=t1(z)v1 () + ta(x)ve(x) soddisfi  L(y2(z)) = R(x),

si ha:
yh = t1v] + tavh + thvy + thuo,
Yy = t10 4 tovl] + tho) + thh + (Hhvy + thus),

Yo + ays + bys = ] + tavy + 10 + Loy + (Hr01 + 1v2)'+

a(tlvi + tQUé + tll"Ul + t/ZUQ) —+ b(tlvl + tQ’UQ) =

t1 (v} + av] + bvy) + ta(vy + avh + bug) + thv] + thvh + (tjvr + thue)'+
a(thvy + thvs)

L(y2)

+ I+l

siccome

1 / 1 / . . . thvr + thve =0
con vy +avi+bvy = 0, v5+avi+bve = 0, affinché L(y2) = R, possiamo scegliere

tiv] + thvh, = R
sistema lineare nelle incognite #],t} il cui determinante &
v1vh — vjvy = W(v1,v2) nonnullo!,
quindi il sistema ha un’unica soluzione
R, R

t’l = —02W7 t2 = Ulw.

)

N

1! : ™
ESEMPIO 7.4. Dato il problema { © (2) +y(z) =sinz  su (-3,
y'(0) =y(0) =1
si ha
v1(z) = cosz,vp(x) = sinz, W(x) = cos®x + sinz = 1,
ti(x) = ffsin2 rdr = f%;*ldx = ifcos2xd(2x) — %fdz = %sin?z — %z,

to(z) = [coswsinzdr = [ 82 dy = 1 [sin22d(2z) = —1 cos 2z,
1 . 1 1 .
ya(z) = =ti(x)v(z) + ta(x)v2(x) = (Z sin 2z — 590) cosz — — cos 2z sinx

= (-sinz [2cos?z — (cos® z —sin®z)]| — FTCosT =7 sinx — ST COS T,

verifichiamo la correttezza del risultato:

yy(z) = —fcosz + Jasing, e y§(z) = 3sinx + Jxcosz, da cui,

1" — 3 1 1 . 1 .
Yo + Y2 = I8INT + 5TCOST + 78INT — 5T COST = SINT.

7.2. Casi speciali di integrali particolari per y"(x) + ay’(z) + by(x) = R(z).
I caso: R(z) & un polinomio di grado n, se b # 0, 3 soluzione polinomiale

n
ya(x) = Z a;z’
i=0

(per la quale occorre determinare i coefficienti procedendo come in Es.3.3(3)).
L’integrale generale ¢ ottenuto sommando la soluzione polinomiale trovata all’integrale
generale dell’equazione omogenea associata.
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(1) Riprendiamo l'equazione y” +y = 2 di Es.3.3(3), il cui integrale generale abbiamo visto
essere y = ¢, cos x + casinx + 23 — 6, il metodo di variazione delle costanti fornisce:

ti(x) = —/sinx-msdsc:mscosx—i%/:rQCosmdx:

= a2%cosz —3 [xzsinx—/2xsinxdx] =

= x?’cosx—3xzsinx+6/xsinxdac:

= a2%cosz — 3x%sinx +6 {—xcosx—i—/cosxdx] =

= a2%cosz — 3z%sina — 6z cosz + 6sinx =

= (2® —6x)cosx + (6 — 3z%)sinz,
3

2

ta(x) = cosx - xidr = Sin:L'COSI73/fE sinzdr =

= z3sinz+3 [x2cosx—/2mcoszdx} =

= 2%sinz +3z%cosx — 6 | zcoszdr =

= 23sinz + 3z%cosxz — 6 [—xsinx—/sinxdx} =

= 23sinz + 322 cosx — 6z sinz — 6cosx =

= (2® —6x)sinz + (32° — 6) cos ,

(2% — 6x) cos? x + (6 — 32%) sin x cos x+
(2% — 62)sin® 2 + (322 — 6)sinx cosx =
(23 — 62)(cos? z + sin? z) = 2 — 6,

y2(z)

=+

ossia lo stesso polinomio calcolato direttamente.

OSSERVAZIONE 7.5. Se b = 0 l'equazione y”(z) + ay'(z) = R(z)*® ammette una
soluzione polinomiale di grado

n+1sea#0,

n+2sea=0.

II caso: R(x) = p(x)e™ ,p(x) polinomio di grado n € N,m € R.
Ponendo y(z) = u(;v) (%),
siccome: y'(x) = u'(z)e™® + mu(ac)em’”7
" ( ) — //( ) T 4 mu'(m)emr + mu/(x)emm + mzu(x)emz,
si ha:
u”(2)e™ + (2m + a)u' (x)e™ + (am +m? + b)u(x)e™® = p(x)e™”,

con e™* #£ 0, V x, ossia:

u’(x) + (2m + a)u(z) + (am +m* + bju(z) = p(z) (%)
che, per il caso I ammette soluzione polinomiale ().

59Con R(z) polinomio di grado n.

60D gradonseam+m? +b#£0;n+1seam+m?+b=02m+a#0;n+2seam+m?+b=0,2m+a=0.
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L’equazione data ammette allora una soluzione particolare yq(z) = ug(z)e™".
IIT caso: R(x) = p(x)e™® cos ax o R(x) = p(x)e™” sin aux, con lo stesso metodo dei coeffici-
enti indeterminati si costruisce un integrale particolare del tipo ya2(z) = €™*[¢(x) cos ax +
r(z) sin ax] con p(zx),r(x) polinomi.



