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1 Preliminari.

Ricordiamo che un gruppo G si dice commutativo o abeliano se la sua operazione
interna gode della proprietd commutativa. Nel seguito, per un gruppo abeliano G,
useremo la notazione additiva. Quindi I’elemento neutro sard denotato con 0 e dato
a € G l'unico elemento b € G tale che a + b = 0 sara denotato con —a.

Ricordiamo che se a € G ed n € Z abbiamo convenuto di denotare con na
I'elemento di G cosi definito

na=0 sen=20,

na=a+a+---+a sen>0,

n wvolte

na=(—a)+(=a)+---+(-a) sen<O0.

(.

~
—n  wolte

Nella notazione additiva, l'ordine (o periodo) di un elemento a € G é il piu
piccolo intero positivo n tale che na = 0. Se tale intero non esiste, diremo che a ha
ordine infinito e scriveremo ord(a) = oo.

L’ordine di a € G € il generatore positivo del sottogruppo di Z costituito dal
nucleo Ker(¢) dell’lomomorfismo

¢:7— G

definito da ¢(s) = sa. Tale omomorfismo ha come immagine il sottogruppo ciclico
generato da a, ossia il sottogruppo < a >:= {sa | s € Z}. Pertanto, se n = ord(a),
il primo teorema di omomorfismo di gruppi ci assicura che i due gruppi < a > e
Z/nZ sono isomorfi:

(1) <a>~ Z/nZ.
Se invece a ha ordine infinito, allora
(2) <a>~ Z.

Essendo G un gruppo abeliano, ogni suo sottogruppo H é normale e quindi
possiamo considerare il gruppo quoziente GG/H che é ancora abeliano.
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2 Somme dirette e prodotto diretto.

Siano H e K due sottogruppi di uno stesso gruppo G; la somma di H e K é per
definizione I'insieme degli elementi di G della forma x + y, al variare di « in H e di
y in K. Questo é un sottogruppo di G che si indica con H + K ed ¢ il pia piccolo
sottogruppo di G contenente H U K. Ad esempio 2Z =< 4 > + < 6 > . Notiamo
che l’elemento 10 € 27Z si pud scrivere 10 = 4 + 6 ma anche 10 = 4(4) + (—1)(6).

Proposizione 2.1 Se G e H sono sottogruppi di G, sono fatti equivalenti:

1) HN K = {0}.

2) Ogni elemento di H + K si scrive in modo unico come somma di un elemento
di H e di uno di K.

Prova. 1) implica 2). Siaa+b=c+d con a,c € H, b,d € K. Allora a — ¢ =
d—be HNK. Quindi a = ¢, b =d.

2) implica 1). Sia @ € H N K; allora posso scrivere a = a + 0 = 0 + a. Per
I'unicité si ottiene a = 0. O

Definizione 2.2 Se H e K wverificano una delle precedenti condizioni equivalenti,
dictamo che la somma H + K € diretta e scriviamo H & K invece che H + K.

Ad esempio 27Z non é somma diretta di 4Z e 6Z, e infatti si ha 12 € 4Z N 6Z.

La somma di due sottogruppi H e K di G é legata al prodotto diretto H x K
da un omomorfismo canonico

p:HxK—>H+ K
definito da:
o(a,b) =a+b.
Chiaramente ¢ ¢é surgettivo e si ha:

Proposizione 2.3 L’omomorfismo ¢ € iniettivo se e solo se HN K = {0}.

Prova. Sia ¢ iniettivo e sia a € HN K. Allora (a, —a) € H x K e si ha ¢(a, —a) =0
Dunque (a, —a) = (0,0) e quindi a = 0.

Se viceversa HNK = {0}, sia (a,b) € H x K tale che ¢(a,b) = 0. Allora a+b =0
e quindi a = —b € HN K. Ne segue a = b = 0 e quindi (a,b) = (0,0). O

Abbiamo cosi dimostrato che la somma di H e K é diretta se e solo se o é
isomorfismo.

Esempio. 7 = 4Z + 3Z ma 47 N 3Z # {0} perché 12 € 4Z N 37Z. Quindi
7 # A7 @ 3Z e AZ x 37 non é isomorfo a 47 + 37Z.

Se invece G = {(2n,3m) | n,m € Z} é chiaro che

G=<(2,0)>+<(0,3) >.
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Avendosi < (2,0) >N < (0,3) >= {(0,0)}, si ottiene
G=<(2,00>®<(0,3) >~<(2,0) > x < (0,3) >~ Z x Z = 7.

Quindi G é sottogruppo proprio di Z?2 ed é al tempo stesso isomorfo a Z2.

Analogamente, se Hy, ..., H, sono sottogruppi di G, I'insieme degli elementi di
G che si possono scrivere nella forma x; + x5+ - -4z, con x; € H;, é un sottogruppo
di G che siindica con ) | H;. Se G = )" | H;, diciamo che G é la somma dei suoi
sottogruppi Hy, ..., H,.

Come per il caso di due sottogruppi, ogni elemento di ) . , H; si scrive come
somma x1+xs+---+x, con x; € H;, ma tale scrittura non é necessariamente unica.

Proposizione 2.4 Nelle notazioni precedenti sono fatti equivalenti:
1) H;N ), H; = {0} per ognii=1,... n.

2) Ogni elemento v di Y., H; si scrive in modo unico nella forma
v=x1+2x2+ -+,
con x; € H;.

Definizione 2.5 Se i sottogruppi Hy, ..., H, verificano una delle condizioni equiv-
alenti nella precedente proposizione, diciamo che la somma Y . | H; € diretta e
scriviamo @} H; invece che Y . | H;.

Nel caso in cui Hy, ..., H, sono sottogruppi di uno stesso gruppo G, possiamo
dunque parlare della loro somma e del loro prodotto diretto. I due gruppi sono legati
da un omomorfismo canonico importante.

Proposizione 2.6 Se Hy,..., H, sono sottogruppi di G, l’omomorfismo
¢:Hy X Hyx - x Hy =Y H,
i=1
che € definito ponendo
¢('T17$27"'7xn) =T +$2++xn>

e’ surgettivo.
Inoltre ¢ € iniettivo se e solo se H;N ), Hy = {0} per ognii=1,...,n, ossia
se e solo se Y H; = ©H;.

La proposizione si dimostra esattamente come nel caso di due sottogruppi.
Nel seguito useremo pit volte il seguente facile risultato:



Proposizione 2.7 Siano G, H, K, L gruppi abeliani e ¢ : G — K, ¢ : H — L due
omomorfismi di gruppi. Allora Uapplicazione

pxtp:GxH—KXxXL
definita da (¢ x )(a,b) = (¢(a),1(b)) € un omomorfismo di gruppi tale che
Im(¢p x ) = Im(¢) x Im(vp), Ker(¢p x o) = Ker(¢) x Ker(v).

Quindi, se ¢ e Y sono isomorfismi, allora anche ¢ X ¢ € isomorfismo.

3 Gruppi liberi

Ricordiamo che se G é un gruppo abeliano ed a4, ..., a, € G, il sottogruppo generato
da ai,...,a, é costituito dagli elementi > ., n;a; con n; € Z. Tale sottogruppo si
indica con < aq,...,a, > ed é il pid piccolo sottogruppo di G che contiene ay, . .., a,.
Si ha ovviamente:

<Al QG >=< a1 >+ -+ <ap >.

Il gruppo abeliano G si dice finitamente generato se esistono aq,...,a, € G
tali che G =< ay,...,a, > . Ci6 significa che ogni elemento a € G si pud scrivere
a=>Y:_,na;n; € Z. Intal caso diremo che gli elementi ay, . . ., a, sono un sistema
di generatori per G. Se aq,...,a, sono un sistema di generatori per G, allora

G=<ay,...,0,>=<a1>+<a>+--+<a, >.

Quindi ogni gruppo abeliano finitamente generato é somma di gruppi ciclici.

Ad esempio Z" é finitamenete generato. Per fare un esempio di un gruppo
abeliano non finitamente generato, consideriamo il gruppo G delle successioni di
elementi di Z che sono definitivamente nulle e operiamo tra gli elementi di G con la
somma componente per componente. E chiaro che G non é finitamente generato.

Notare che un gruppo abeliano finitamente generato pué avere piu sistemi di
generatori. Ad esempio

7* =< (1,0),(0,1) >=< (2,3),(~1,1) > .

Se G é un gruppo abeliano e ay, .. ., a, sono elementi di G, si ha un omomorfismo
07" — G
definito da ¢(ny,...,n,.) = na;.
E chiaro che ¢ ha come immagine < aq,...,a, > e quindi ¢ é surgettivo se e
solo se ay,...,a, sono un sistema di generatori di G.
Diciamo che ay,...,a, sono linearmente indipendenti se ¢ é iniettivo. Ci6
significa che se Y, n;a; = 0 con n; € Z, alloran; =ny =--- =n, = 0.
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Esempio. Gli elementi (1,1), (1,5) € Z? sono linearmente indipendenti: infatti
n(1,1) +m(1,5) = (0,0) implica n +m = n+ 5m = 0 e quindi n = m = 0.

Ma non sono generatori per Z*: ad esempio (4,3) ¢< (1,1),(1,5) >. Infatti se
fosse (4,3) = n(1,1) +m(1,5) sarebbe n +m = 4 e n + 5m = 3. Poiché n,m € Z,
tale sistema non ha soluzione.

D’altra parte possiamo vedere che (1,1),(1,5), (0,1) generano Z* ma non sono
linearmente indipendenti. Quindi, come negli spazi vettoriali, le due nozioni di
indipendenza lineare e sistema di generatori sono scorrelate.

Definizione 3.1 Diciamo che gli elementiay, ..., as di un gruppo G sono una base
di G se l'omomorfismo ¢ : Z° — G sopra definito € un isomorfismo, ossia se tali
elementi sono un sistema di generatori per G e sono linearmente indipendents.

Definizione 3.2 [ gruppi abeliani che ammettono una base sono detti gruppi liberi.

Esempio 3.3 Il gruppo Z° é libero per ogni s > 1.

Infatti gli elementi (1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1) sono una base
di Z° che chiameremo base canonica di Z°.
Dalle considerazioni precedenti, si ha subito che

Proposizione 3.4 Per un gruppo abeliano G sono fatti equivalenti:
1) G € libero.
2) G é isomorfo a Z° per qualche s > 0.

Osserviamo che questa proposizione ci dice che ogni gruppo libero é infinito.
Quindi Z/nZ, essendo finito, non é mai un gruppo libero, qualunque sia n > 1.

E chiaro che un gruppo infinito non é necessariamente libero. Ad esempio il
gruppo 7Z/27 x 7 é infinito ma non libero perché in un gruppo libero non ci sono
elementi di ordine finito. Cié é conseguenza delle seguenti osservazioni.

Se G é un gruppo abeliano, indicheremo con T'(G) il sottoinsieme di G costituito
dagli elementi di periodo finito,

T(G) ={a € G |na=0,n> 0}

Proposizione 3.5 Se G € un gruppo abeliano allora si ha:
1) T(G) € un suo sottogruppo.
2) Se G ¢€ libero allora T'(G) = {0}.

Prova. Se a,b € T(G) si ha na =mb =0 con n,m > 0. Ma allora nm(a —b) =0e
nm > 0. Quindi a — b € T(G). Cié prova che T(G) é un sottogruppo di G.

Se poi G é libero e ay, . . ., as é una sua base, per ogni a € T(G) possiamo scrivere
a =Y. na; e quindi, se na = 0, si ottiene »_;  nn;a; = 0. La indipendenza di



ai,...,as implica allora nn; = 0 per ogni ¢ e quindi, essendo n > 0, deve essere
n; = 0 per ogni 7.
0

Una diversa condizione per avere una base é data dalla seguente proposizione.

Proposizione 3.6 Gli elementi aq,...,as sono una base di G se e solo se

G=<a1>P<ay>P---d<as,>

e inoltre ord(a;) = oo per ogni i =1,...,s.

Prova. Siaay,...,as una base di G; allora G € libero e ogni suo elemento ha periodo
infinito. Essendo ay,...,as generatori di G, sappiamo che G = Y. | < a; > .
Se fosse na; €< a; > ﬂZ#i < a; >, allora na;, = Z#i nja; e quindi, per la
indipendenza di aq,...,as, si avrebbe n = 0 e di conseguenza na; = 0. Quindi la
somma G =), | < a; > ¢ diretta.

Viceversa, se G = @;_; < a; >, é chiaro che ay, ..., a5 generano G. Se poi fosse
iy mia; = 0, allora per ogni ¢ = 1,..., s si avrebbe n;a; € 3, ,; < a; > e quindi
n;a; = 0; essendo a; di ordine infinito, ci6 implica n; = 0. Dunque gli elementi
ai,...,as sono anche linearmente indipendenti. O

Avevamo visto che un gruppo abeliano finitamente generato é sempre la somma
di gruppi ciclici. Ora abbiamo visto che un gruppo libero é la somma diretta di
gruppi ciclici infiniti. Proveremo che ogni gruppo abeliano finitamente generato é
somma diretta di gruppi ciclici (non necessariamente infiniti).

Ad esempio se G = Z/6Z, é chiaro che
G=<2>d<3>,
ma G non é libero e 2,3 generano G ma non sono linearmente indipendenti perché
32=23=0.

Se G é libero con base ay,...,as, ogni elemento a € G si scrive in modo unico
come combinazione lineare Zle n;a; di a,...,as con coefficienti n; € Z. Ossia se
> ma; =Y ., ma; e n;,m; € Z, allora n; = m; per ogni i. Questo implica che:

Proposizione 3.7 Sia H un gruppo abeliano e G un gruppo libero con base aq, . .., as.
Fissati gli elementi wy, ..., ws nel gruppo H, anche non distinti, esiste ed € unico
un omomorfismo ¢ : G — H tale che ¢(a;) = w; per ognii=1,...,s.

Prova.  Definiamo ¢ : G — H nel modo seguente: se a € (G, possiamo scrivere
a =Y. na; conn; €Z, e allora poniamo

¢(a) == Z n;w;.
i=1
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Poiché la scrittura a = Y ;_, m;a; é unica, tale applicazione é ben definita. Inoltre
é facila vedere che ¢ é omomorfismo di gruppi e che ¢(a;) = w;. L'unicitd di tale
omomorfismo segue dal fatto che se ¢ : G — H é un altro omomorfismo tale che
¥(a;) = w; per ogni i = 1,...s, allora

P(a) = ¢(Z niG;) = Zni¢(ai) = anwz = ¢(a).

O

Notare che se aq,...,as generano G ma non sono una base di GG, un tale omo-
morfismo non é detto che esista. Ad esempio se G = Z? e H = Z, gli elementi
a; = (1,1),a2 = (1,5),a3 = (1,3) generano Z* ma non sono una base di Z2. Se
fissiamo in Z gli elementi w; = 3, ws = 2, w3 = —1, allora non esiste nessun omo-
morfismo ¢ : Z? — Z tale che ¢(a;) = w; per ogni i = 1,...,3. Infatti se tale ¢
esistesse, si avrebbe la contraddizione

—2 =2¢(a3) = ¢(2a3) = ¢(a1 + a2) = P(a1) + ¢(az) = 5.

Si potrebbe pensare che la teoria dei gruppi liberi e quella degli spazi vettoriali
siano parallele. Le seguenti osservazioni mostrano che cosi non é.

Osservazione 3.8 In un gruppo libero non é sempre vero che da un sistema di
generatori si possa estrarre una base.

Ad esempio nel gruppo abeliano G' = 27Z dei numeri pari, gli elementi 4 e 6 sono
un sistema di generatori per G, ma né 4 né 6 formano una base.

Osservazione 3.9 In un gruppo libero non sempre un sistema di elementi linear-
mente indipendenti si pud estendere ad una base.

Ad esempio se G = Z, 7 é linearmente indipendente ma non é una base e non pué
far parte di una base perché 2 elementi di Z non sono mai linearmente indipendenti:

n(m) —m(n) = 0.

Per6 siamo capaci di dimostrare che tutte le basi di uno stesso gruppo libero
sono equipotenti. Per far ci6 abbiamo bisogno di un pé di teoria delle matrici ad
entrate in Z.

4 Matrici ad elementi in Z

Nell'insieme M, ,,(Z) delle matrici di m righe ed n colonne ad entrate in Z, possiamo
definire la somma di due matrici al solito modo:



ail a1z ... Qip b1 b1z ... bin a1l + b11 aiz +bi2 ... aip+bin
a1 a2z ... a2n + ba1  boa ... b2 _ a21 + b21 az2 +b2a ... azn+ba,
am1 am?2 Amn bm1 bmo bmn am1 + bm1 am2 + bma2 amn + bmn

La somma ¢é commutativa ed associativa. Possiamo anche definire il prodotto di
due matrici X e Y, purché X sia di tipo m xn e Y di tipo n x ¢g. Il prodotto non é
commutativo. E chiaro che se t € Z e X € M(Z)si ha

11 Tr12 ... Tin tl’n tl‘lg tl‘ln
+ T21 T2 ... Ton . tl’gl tl‘gg tl‘gn
Tmi Tm2 - Tom tTm1 tTomo ... tTom

Data la matrice X di tipo n x m, la sua trasposta é quella matrice di tipo m x n che
si ottiene da X sostituendo le righe con le colonne. La trasposta di X si indichera
tX
con “X.
E chiaro che data una matrice quadrata X = (z;;) € M,(Z), possiamo definire
il suo determinante in questo modo:

det(X) = Z(i)ml o(1)22 5(2) - - - Tn o(n)

o

ove o varia nellinsieme delle permutazioni di {1,2,...,n}.

Dalla definizione segue che det(X) é un elemento di Z ed é facile provare che le
solite proprieta dei determinanti restano valide. In particolare si pué dimostrare il
Teorema di Binet che afferma:

Teorema 4.1 Il determinante del prodotto di due matrici quadrate é uguale al
prodotto dei determinanti.

Al solito modo possiamo definire per una matrice quadrata X € M, (Z) la sua
aggiunta X* che é ancora una matrice quadrata dello stesso tipo. Si ha la formula

X X*=X" X =det(X)I,
ove I, é la matrice identica n x n.

Definizione 4.2 Diciamo che la matrice quadrata X € M, (Z) é invertibile se esiste
una matrice quadrata Y € M, (Z) tale che XY =Y X = I,.

Come sempre si ha:
Proposizione 4.3 Se X ¢ invertibile allora la sua inversa € unica.

Si ottiene cosi:



Teorema 4.4 Se X € M,(Z) é una matrice quadrata, allora X é invertibile se e
solo se det(X) = £1.

Prova.  Se XY = 1I,, allora det(X)det(Y) = det(l,) = 1 e quindi det(X) é
invertibile in Z.
Se invece det(X) = %1, allora

XX"=X"X =4I,

e X é invertibile con inversa +X*. O

Ad esempio la matrice ) ha determinante diverso da zero ma non é una

2 1
0 3
matrice invertibile in My (Z).

5 Matrici elementari

Ci sono matrici invertibili molto importanti che useremo successivamente. Sono le
matrici elementari che si definiscono nel modo seguente. Ve ne sono di tre tipi:

1. Matrice E; ;(n), con i # j interi positivi e n € Z. Questa ¢ la matrice che ha
tutti 1 sulla diagonale principale e tutti 0 altrove escluso 1’elemento di posto (i, j)
che é n.

2. Matrice E;; con i # j interi positivi. Questa ¢ la matrice che ha tutti 0 fuori
della diagonale principale escluso le posizioni (7, 7) e (j,7) ove ha 1, e sulla diagonale
principale ha tutti 1 escluso le posizioni (i,7) e (j,7) dove ha 0.

3. Matrice F; ove 7 é un intero positivo. Questa é la matrice che é eguale alla
matrice identica, solo che nella posizione (i,7) ha —1.

Ad esempio le matrici elementari 2 x 2 sono

1) (3 Go) (6060 2)

al variare di n € Z.
Sia X una matrice t x s, Y una matrice r X t e supponiamo che E; ;(n), E; ;, E;
siano matrici elementari ¢ x ¢. Allora:

Lemma 5.1 1) La matrice E; ;(n)X € la matrice che si ottiene da X aggiungendo
alla riga i la riga § moltiplicata per n, mentre Y E; j(n) é la matrice che si ottiene
da 'Y aggiungendo alla colonna j la colonna i moltiplicata per n.

2) La matrice E; ;X € la matrice che si ottiene da X scambiando la riga i con
la mga j, mentre Y E;; € la matrice che si ottiene operando allo stesso modo sulle
colonne.

3) Infine E;X € la matrice che si ottiene da X moltiplicando la riga i per —1,
mentre Y E; € quella che si ottiene da 'Y moltiplicando la colonna v per —1.



Lemma 5.2 Tutte le matrici elementari sono invertibili, e infatti la inversa di
E; ;j(n) € la matrice E; j(—n), mentre E; ; e E; sono inverse di se stesse.

Facciamo qualche esempio. Sia

1 -1 2 3
2 0 1 0
X‘340—5
1 0 1 1
Allora
1 0 00\ /1 -1 2 3 1 -1 2 3
0 -1 002 0 1 0 -2 0 -1 0
EQX_OOlo 3 4 0 5] |3 4 0 -5
0 0 01 1 0 1 1 1 0 1 1
1 -1 2 3 1 0 00 1 1 2 3
2 0 1 0 0 -1 0 0 2 0 1 0
XE2_340—5 0 0 10] |3 —-40 -5
1 0 1 1 0 0 01 1 0 1 1
2 -1 3 10 0 2 -1 3 2 -1 3
Eys(-=7)[ 0 1 4])=(01 -7 0 1 4]=(3 -13 -38
-5 2 6 00 1 -5 2 6 -5 2 6

Avremo bisogno anche di questa definizione.

Definizione 5.3 Se A € M, ;(Z), diciamo che A € invertibile a destra se esiste
una matrice B € M ,(Z) tale che AB = I,.

Diremo che A é invertibile a sinistra se esiste una matrice C € M, ,(Z) tale
che CA = I,.

L’eventuale inversa destra (o sinistra) di una matrice A non sono necessariamente
uniche. Ad esempio:

1 0 2
01 3

OO =
O = O
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6 Basi diverse di un gruppo libero

Supponiamo di avere un sistema di generatori di un gruppo G, siano eq,es,...,e€;.
Se vy, ..., v sono elementi di G, allora possiamo scrivere per ogni i =1,...,t
S
v = E njiej
Jj=1
con nj; € Z. Se si introduce la matrice A := (n;;) che é di tipo s x ¢, possiamo

chiaramente compendiare questa scrittura con la notazione
(U1, ...,0) = (e1,€3,...,e5)A.

Osservazione 6.1 Fare attenzione che abbiamo moltiplicato una matrice di ele-
menti di G con una matrice di interi: non si potrd pero moltiplicare una matrice di
elementi di G con una altra di elementi di G.

Ad esempio la notazione

2 -3 5

significa
vy = 2e1 + 4ey, vy = —3e; + Teg, v3 = de; — bes.

Possiamo allora dimostrare il seguente risultato:
Teorema 6.2 Sia G un gruppo libero e siano ey, ...,es una base di G. Siano poi
v, ..., elementi di G; possiamo scrivere (vy,...,v;) = (e1,€a,...,65)A ove A €
una matrice in M (Z). Allora

vy, ...,v generano G <= A ¢é invertibile a destra = t > s.

Prova. E chiaro che vq,...,v; generano G se e solo se ey,...,e5 €< Vy,..., 0 >,
ossia se e solo se esiste una matrice B € M, ((Z) tale che

(e1,€2,...,e5) = (v1,...,0)B.
Quindi se vy, ..., v; generano G si ha:
(e1,€2,...,€5) = (v1,...,v)B = (ey,ea,...,e5)AB.
Per la indipendenza di ey, es, ..., e, ci6 implica AB = I, e quindi A é invertibile a
destra.
Se viceversa A é invertibile a destra, allora AB = I, con B € M, 4(Z) e quindi

(e1,62,...,65) = (e1,€2,...,65)Is = (e1,€a,...,e5)AB = (v1,...,v;)B.
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Ci6 prova che vy, ..., v; generano G.

Sia ora A invertibile a destra, e sia AB = I, con B € M, (Z). Se per as-
surdo si avesse t < s, consideriamo la matrice A’ ottenuta da A completandola con
delle colonne di 0 ad una matrice quadrata s x s e la matrice B’ ottenuta da B

completandola con delle righe di 0 ad una matrice quadrata s x s. E chiaro che si
ha

A'B = AB = I,.
Ci6 implica che det(A’) é invertibile, ma questo é assurdo perché A’ ha almeno una
riga di 0, e quindi il suo determinante ¢é 0. O
E chiaro che la implicazione “t > s = wvy,...,v; generano G” non vale: se

si considera v; = (1,1),v2 = (2,2),v3 = (3,3) € G = Z?, questi 3 elementi non
generano G.

Corollario 6.3 Due basi di un gruppo libero G sono equipotenti.

Prova. Siano eq,...,es € ai,...,a; basi di G. Applicando il teorema precedente
alle due basi a ruoli invertiti, si hat > s, e s > t. 0]

La cardinalitda di una gruppo libero G' non dipende dunque dalla base scelta e
quindi é un invariante di G. Lo chiameremo il rango di G e lo indicheremo con
rg(G). Ad esempio rg(Z°) = s.

Come conseguenza del teorema precedente si ha:

Corollario 6.4 Se si ha un isomorfismo ¢ : Z° — 7, allora t = s.

Corollario 6.5 Se si ha un epimorfismo ¢ : Z° — 7, allora t > s.

Osserviamo che se G é un gruppo libero di rango s, é possibile che G possieda
un sottogruppo libero H di rango s che non coincide con G.

Ad esempio Z é libero di rango 1 e il sottogruppo H dei numeri pari non coincide
con G ed é libero di rango 1.

Un altro importante risultato é il seguente.

Teorema 6.6 Sia G un gruppo libero e siano ey,...,es una base di G. Siano poi
v1,..., 0 elementi di G; possiamo scrivere (vy,...,v;) = (€1,€q,...,e5)A ove A €
una matrice in M (Z). Allora

A € invertibile a sinistra = vy, ...,v; sono linearmente indipendenti.

. . t . . .
Prova.  Supponiamo di avere ) ., n;v; = 0. Allora possiamo scrivere in forma

matriciale
ni ni

0= (vy,...,0) | + | =(e1,...,e5)A

ny ny
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Poiché eq, ..., e, sono linearmente indipendenti, cié implica

Ma esiste B € M, ;(Z) tale che BA = I, e quindi si ottiene

0 ny ny nq
— BA : =1, : =
0 g Ty T
Dunque n; = ny = --- = ny = 0, come volevasi. O
E chiaro che la implicazione “vy,...,v; sono linearmente indipendenti =— A é

invertibile a sinistra” non vale. Sia v = (2,0) € Z?, ed e, 5 la base canonica di Z2.
Allora
v =2e; = (e, €3) (g) )

Ora v é linearmente indipendente, ma la matrice ( non ha inversa a sinistra: se

0
infatti (n,m) <(2)> =1, si avrebbe 2n = 1, impossibile in Z.

Possiamo ora dimostrare il seguente teorema che illustra come ottenere tutte le
basi di un gruppo libero, a partire dalla conoscenza di una base fissata.

Teorema 6.7 Sia ey,...,es una base di G e (vy,...,vs) = (€1,...,e5)A ove A €
una matrice in My(Z).
Allora sono equivalenti:

1) A ¢ invertibile.
2) v1,...,vs € base di G.

3) vi,...,vs generano G.
Prova. Se A e’ invertibile, allora e’ invertibile a destra e a sinistra e quindi
v1,...,VUs sono linearmente indipendenti e sistema di generatori per G. Ci6 prova

che 1) implica 2). Resta solo da provare che 3) implica 1). Cié segue dal fatto che
se una matrice quadrata A é invertibile a destra, AB = I, allora det(A) = +1 e

quindi A é invertibile. O

Se in particolare G = Z", si consideri la base canonica ey, ..., e, di G ed elementi
v1,...,0, € G. Allora é chiaro che (vq,...,v,) = (e1,...,e,)A ove A é la matrice
che ha come colonne le coordinate di v, ..., v,. Quindi v, ..., v, sono una base di

7" se e solo se la matrice delle loro coordinate ha determinante +1.
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Ad esempio v; = (2,1),v5 = (3,1) sono una base di Z? perché

2 3
det (1 1> = —1.

7 Sottogruppi e quozienti di un gruppo libero

I sottogruppi di Z sono del tipo nZ per qualche n > 0. Quindi, quelli non nulli, sono
tutti liberi di rango 1. Proveremo ora che ogni sottogruppo di un gruppo libero di
rango n e ~ anche lui libero di rango m < n.

Iniziamo a provare che ogni sottogruppo di un gruppo libero di rango n €’ fini-
tamente generato. Bastera‘ naturalmente provare il risultato per i sottogruppi di
7.

Teorema 7.1 [ sottogruppi di Z" sono finitamente generati.

Prova. Se n = 1 i sottogruppi di Z sono del tipo nZ e quindi sono finitamente
generati. Dimostriamo il teorema per induzione su n. Sia n > 2 e consideriamo la

proiezione
/A /A

definita da m(aq,...,a,) = (a1,...,a,_1).

E’ chiaro che 7 €’ surgettiva e che Ker(m) = {(0,...,0,a,)} =~ Z. Se consideriamo
la restrizione ad H di w, sia f : H — Z" !, allora Im(f) e’ finitamente generato
per lipotesi induttiva e Ker(f) = Ker(m) N H € un sottogruppo di Z e quindi
finitamente generato. Se Im(f) =< wy,...,w, > e Ker(f) =< vy,...,vs >, si ha
facilmente H =< vy,..., 05, 21,...,2, > ove w; = f(2;). O

Per provare che i sottogruppi di Z" sono liberi, lo strumento essenziale e’ il
seguente teorema sulla diagonalizzazione delle matrici intere.

Teorema 7.2 Sia A una matrice s X t ad entrate in Z. Allora esistono matrici U e
V' prodotto di matrici elementari, tali che UAV = A ove A e’ una matrice diagonale
che ha interi non negativi dy, . ..,d,, v = min(s,t), sulla diagonale principale e 0
altrove.

Prova.  Per la dimostrazione di questo risultato vedere il libro di Artin a pagina
541. O

Vediamo su esempi concreti come procedere con operazioni elementari per trasfor-
mare una matrice data in una matrice diagonale.

A_34E12_(—>1)19E2L(—>2)19_>10_>10
- \2 -5 2 =5 0 —23) Eio(-9 \0 —23) B \0 23
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A (62 _ (2 6\mucH (2 6\ (2 0)_ (20
~\3 8) &, \8 3 0 —21) pacs \0 —21) & \0 21

Ma anche

A_62E12_(—>2)0—14E1,_2(>1)3—6E2J_(—)1)3—6 N 3 0
-~ \3 8 3 8 3 8 0 14/ mo@ \0 14

e si trova una matrice diagonale diversa!

20 14\ (21 4\ (0 0\ (302
A=|3 2| ™ 3 2|72 321 2210 0
6 4 0 0 00 0 0
302\ 1 =4\ (1 -4\ (1 4 1 0
A=(1 4l 233 2| ™25 [0 14|25 [0 14] — [0 14
5 1 5 1 5 1 0 21/ B2® \g 21
i {1 0N pa (FO) b, (1O
5010 14 ST (o o] =3 o7
0 7 07 00

Notiamo esplicitamente che il teorema ci indica un modo per giungere alla diago-
nalizzazione della matrice data; naturalmente il procedimento non é unico e abbiamo
visto negli esempi che, seguendo procedimenti diversi, si pu6 giungere a matrici di-
agonali diverse. Vedremo nel seguito cosa abbiano in comune tali matrici, ma per il
momento facciamo un altro esempio interessante. Sia

=)

e sia d il massimo comun divisore tra n e m e ¢ il loro minimo comune multiplo.
Allora possiamo scrivere n = da, m = db ove a e b sono interi primi tra loro. Ne
segue che per qualche xz,y € Z si ha 1 = ax + by e quindi d = nx + my. Si ha cosi’

r y\[(n O 1 —by\ (d O
b a)\0O m/\1 ax ) \O e/’
.. (n 0 d 0 ) . . .
Quindi 0 m)e\lo o) sOmo due diverse forme diagonali della stessa matrice.

Una semplice applicazione del teorema di diagonalizzazione prova che ogni sot-

togruppo di Z" e’ libero con base formata dai “multipli” di una opportuna base di
7",
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Teorema 7.3 Sia H un sottogruppo non banale di Z". E possibile determinare una
base e, ...,e, di Z", un interot < n ed interi dy,...,d; > 0, tali che dieq, ..., de;
e’ una base di H.

Prova. Sia vq,...,v, base di Z"; per il teorema 7.1 H e’ finitamente generato e
allora siano wy, ..., w, generatori di H. Potremo scrivere
(wy,...,w.) = (v1,...,0,)A

dove A € M, ,(Z). Per il teorema precedente possiamo determinare due matrici
invertibili U € M, (Z) e V € M,(Z) ed interi positivi di, ..., d;, t < min(n,r), tali
che

d 0 ... 00 ... 0
0 do ... 00 ... O
UAV=A=1]10 0 d 0 ... 0
0 0 0 0 ... 0
0 0 0 0 0

Allora si ha
(wi,...,w)V = (v1,...,0,)AV = (vy,...,v,)U A,

Siccome U~! é invertibile, il Teorema 6.7 ci assicura che gli elementi (ey, . .., e,) =
(v1,...,v,)U"" sono un base di G. Sostituendo si ottiene

(w:[,...,wr)v = (eldl,...,etdt,(),...,O).

Ne segue che eidy,...,e;d; € H ed infatti, essendo V invertibile, tali elementi
sono generatori di H. Resta da provare che sono linearmente indipendenti. Ma se
fosse 2221 n;e;d; = 0, allora per ogni 7 sarebbe n;d; = 0 e quindi n; = 0 perche’

O

Notiamo che, nel precedente teorema, la nuova base di G é determinata dalla
matrice U~!. Quindi, nel procedere, dobbiamo solo ricordarci delle operazioni
sulle righe che sono state compiute nel processo di diagonalizzazione.
Infatti le operazioni sulle righe corrispondono alla moltiplicazione a sinistra per
matrici elementari e quindi sono quelle che determinano U (vedi Lemma 5.1).

Facciamo un esempio. Sia G = Z3 e H =< (3,1,5),(2,—4,1) > . Se si considera
la base canonica di Z3 che indichiamo con vy, vs, v3, si ha:

3 2
((37]-’5)7(27 _471)) = (vlvv?vv?’) 1 —4
5 1
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Abbiamo visto che esistono matrici invertibili U € M5(Z) e V' € My (Z) tali che

3 2 10
Ull 4|V=107
5 1 0 0

Quindi d; = 1,d, = 7. La nuova base di Z3 é
(e1,€2,€3) := (U17U27U3)U_1
Si ha
U= Ey3E:35(—2)E35(—1)E31(—5)E21(—3)E1 2

e quindi
Uil - E172E2’1(3)E371(5)E372(1)E273(2>E2’3.

Ricordandosi come le matrici elementari operano per moltiplicazione a destra
(vedi Lemma 5.1), si ottiene:

Eq, E3,1(3)
(U17U27v3) j> (U27,017U3) i> (U2 +3U1>,Ulv,03)

Fa.10) (v + 3v1 + bus, v1,v3) g (3vr + v + 5us, vy + v3,v3)

Ez’—?’(g) (3vy + vg + bug, v + v3, V3 + 201 + 203) P23 (3v1 + v + bug, 2v1 + vz, v1 + v3).
Quindi la nuova base di Z3 é

€1 = (37 1a5)7 €y = (270a3)a63 - (1707 1)7

quella di H é
e; = (3,1,5), Tey = (14,0,21).

Notare che si ha
(14,0,21) = 4(3,1,5) + (2, —4,1)

che conferma
H=<(3,1,5),(2,-4,1) >=< (3,1,5),(14,0,21) > .

Una altra applicazione del teorema precedente si ha quando si voglia determinare
una base di un sottogruppo di Z".
Ad esempio sia H 'immagine dell’omomorfismo

f:73 =72

definito da f(a,b,c) = (2a — 5b + 4c,4a + 3b + 6¢). E’ chiaro che H €’ generato da
(2,4),(-5,3), (4,6). Determiniamo una base di H.
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Seguendo il procedimento usato nella dimostrazione del teorema, si ha:

(20,53, 4.0) = o) (5 3 5)

ove abbiamo indicato con vy, v, la base canonica di Z?2.
Diagonalizziamo la matrice

2 =5 4 By 4 3 6 _ 1 3 6 Ea1(o7) 1 3 6 _
4 3 6 2 =5 4 7T =5 4 0 —26 —-38
_ 1 0 0 _ 1 0 0 _ 10 0 _ 100
0 26 38 0 26 12 0 2 12 0 20

Si ha U = Ey (—7)FE13 e quindi U™ = E15F5(7) da cui si deduce la nuova base
di Z?
(v1, v2) E12Eon (T) = (v2, 1) E21(7) = (v2 + Tor, v1) = ((7, 1), (1,0)).
Quindi la base di H ¢’ (7,1),2(1,0) ossia (7,1),(2,0).

Corollario 7.4 Ogni sottogruppo di un gruppo libero di rango n e’ libero di rango
t<n.

Questo importante risultato ha due conseguenze rilevanti.

Proposizione 7.5 Se ¢ : Z' — Z° é un omomorfismo iniettivo di gruppi, allora
r <s.

Proposizione 7.6 Un sistema lineare omogeneo di s equazioni in t incognite a
coefficients in 7 ha sempre una soluzione non banale in 7! se s < t.

Prova. Dato il sistema

t
E TLZ‘j.'Ej =0
Jj=1

1=1,...,s, consideriamo in Z* gli elementi

Vi = (nu‘, n24, . - . 7n5i)
pert=1,...,t esia G il sottogruppo di Z° generato da vy, ...,v;. Necessariamente
v1,...,0; sono linearmente dipendenti, altrimenti G sarebbe libero di rango t > s,
contro il corollario precedente. Dunque esistono interi non tutti nulli m, ..., m; tali

che 0 = 22:1 m;v;. Ne segue

S

0= ij(z nijed) = (> mnij)e;

i=1 j=1
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e quindi 23:1 n;ym; =0 perognii=1,...,s.
0

Siamo ora in grado di provare che il quoziente di un gruppo libero di rango finito
con un suo sottogruppo e’ somma diretta di gruppi ciclici.

Proposizione 7.7 Se G e’ un gruppo libero di rango n e H e’ un suo sottogruppo,
allora G/H €’ somma diretta di gruppi ciclici.

Prova. Per il Teorema 7.3 esiste una base eq,...,e, di G, un intero t < n e interi
positivi dy, ..., d; tali che dqeq,...,dse; € una base di H.
Consideriamo allora G/ H e proviamo che e’ somma diretta dei sottogruppi ciclici
generati dagli g;, ossia
G/H=®],<%€ >.

Siccome chiaramente tali elementi generano G/H, si ha G/H = > <& > .
Per provare che la somma é diretta, sia ne; € ) izi <€ > . Allora ne; = > i V€
e quindi ne; — Z#i nje; € H. Questo implica

t
ne; — E n;e; = E myd,e,.
r=1

J#i
Usando la indipendenza di ey, ..., es si ottiene n = 0 se ¢ > t, n = m;d; se 1 < t.
Quindi ne; = 0 oppure ne; = m;(d;e;) € H. In ogni caso ne; = ne; = 0. Ci6 prova
che la somma )7 | <€ > ¢ diretta. O

Osservazione 7.8 Osserviamo che nella proposizione precedente il gruppo ciclico
< €; > ha rango d; se i <t mentre ha rango infinito se i > t. Quindi si avra‘

G/H ~7)d\7 x T)dsT. x -+ x L] 7 x T,

Infatti sia n un intero positivo tale che ne; = 0. Allora ne; = 22:1 n;(d;e;); se
1 < t, ci6 avviene se e solo se n = n;d;, mentre, se ¢ > t, ci6 avviene se e solo se
n = 0. Quindi, se ¢ > t, €; ha ordine infinito. Se i < ¢, 'ordine di €; é d; perché
die; € H e quindi d;& = d;e; = 0, e d’altra parte si é visto che, nel caso i < t, se
nd; = 0, allora n = n;d; > d;. Si ha dunque < & >~ 7]d;7 sei <t, <e >~17se
1 > t. Cio’ prova l'isomorfismo

G/H ~T7)d\7 x TJdsT. x -+ x L), 7 x T

Avendo gia osservato che il risultato della diagonalizzazione della matrici intere
non e’ unico, rimarchiamo che anche gli interi d; nella osservazione precedente non
sono univocamente determinati. Discuteremo in seguito di questo problema di non
unicita.

19



Infine osserviamo che nella descrizione precedente qualche d; pud essere uguale
ad 1. In tal caso € ha ordine 1 e quindi & = 0 e quindi tale addendo non porta
contributo nella somma diretta e si pué cancellare.

Se ad esempio G = Z* e H =< (3,0),(0,1) >, allora H =< 3ey, e > e quindi

G/H=<e >®<e >=<¢e >~ 1/3L.

8 Il Teorema di struttura per i gruppi abeliani
finitamente generati.

Possiamo ora dimostrare che ogni gruppo abeliano finitamente generato é la somma
diretta di un numero finito di sottogruppi ciclici.

Teorema 8.1 Sia G un gruppo abeliano finitamente generato. Allora G € la somma
diretta di un numero finito di sottogruppi ciclici.

Prova. Sia infatti vq, ..., v, un sistema di generatori di GG. Allora si ha un epimor-
fismo canonico

¢:7" — G
definito da ¢(ay,...,a,) = >, a;v;. Un tale epimorfismo si dird una presen-

tazione di G. Per il primo teorema di omomorfismo si ha
7"/ Ker(¢) ~ G

ove Iisomorfismo é quello che manda 7 in ¢(v).

Se Ker(¢) = {0}, v1,...,v, sono una base di G che é quindi somma diretta di
sottogruppi ciclici infiniti (Proposizione 3.6).

Se invece Ker(¢) # {0}, allora Ker(¢) é un sottogruppo libero di Z™ di rango

1 <t < n. Per la Proposizione 7.7 esiste una base eq,...,e, di Z™ e interi positivi
dyi,...,ds, tali che dyeq, ..., die; é base di Ker(¢).
Inoltre

Z"/Ker(¢p)=<eg>d<e>d - --d<e,>

con
di 1<t
ord(g;) = { Z -
oo 1>t+ 1.
Ne segue
G=<¢(er) >B < plex) >D---D < Pley) >
ove

d, 1<t
oo 1>t+ 1.

ord(¢(e;)) = {
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Osserviamo che se nel teorema precedente poniamo
LI:<CLt+1 >G9<at+2 >dD---D <ay >,

allora L é un sottogruppo libero di G di rango n — t e quindi L ~ Z"*. Inoltre, se
i <t,siha < ¢(e;) >~ 7Z/d;Z e quindi per la Proposizione 2.7 si ha:

G~7)d\ 7 x L)do % -+~ x L]d 7 x ™.

Esempio. Consideriamo il gruppo libero G = Z? e sia H il sottogruppo di
G generato da (3,2) e (4, —5). Vogliamo decomporre il gruppo G/H come somma
diretta di gruppi ciclici.

Si ha:

(3:2,6.-5) = (o0 (3 %)

Diagonalizziamo la matrice:
1 0 N
0 —23

2 =5 2 =5 0 —-23 0 23

Dunque si ha d; = 1, ds = 23, e se scegliamo come nuova base di G i vettori

(e1,€2) == ((1,0), (0, 1))U " = ((3,2), (1, 1)),
la base cercata di H é {dyeq,drea} = {e1,23e2} = {(3,2),(23,23)}. Si ha dunque
G/H =<e>® <& >
con ord(ey) = 1, ord(e3) = 23. Dunque

G/H =<e; >=<(1,1) >~ Z/237Z.

Esempio. Sia G il sottogruppo di Z? generato da (5, 12), (3, 10), (2, 14). Vogliamo
determinare una base di G, che é sicuramente libero in quanto abbiamo visto che
ogni sottogruppo di un gruppo libero é libero. Il procedimento che seguiamo ora e’
diverso da quello seguito nell’esempio che precede il Corollario 7.4.

Si ha una presentazione
$:7° = G

ove ¢ é definito cosi:
é(a,b,c) = a(5,12) + b(3,10) + ¢(2, 14).

Cerchiamo una base di Ker(¢). Dobbiamo risolvere il sistema

5a + 3b+ 2¢ =0
12a + 10b + 14¢ = 0.
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Si vede facilmente che una base di Ker(¢) ¢ il vettore (—11,23,—7). Si completa
subito questo elemento ad una matrice invertibile

e quindi gli elementi e; = (—11,23,—7),es = (—1,2,0),e3 = (0,0, 1) sono una base
di Z3 tale che e; é base di Ker(¢). Notiamo che in questo caso non c’é stato bisogno
di diagonalizzare per trovare la base opportuna di Z3.

Dunque d; =1 e si ha:

G =< ¢(e1) > ® < ¢leg) > B < d(e3) >=< —(5,12) +2(3,10) > & < (2,14) >=
=< (1,8) >d < (2,14) >.

Gli elementi (1,8),(2,14) sono dunque una base di G.

Esempio. Sia G il sottogruppo di (Z/30Z) x (Z/12Z) generato da (13,5), (2,2).
Vogliamo scrivere G come somma diretta di gruppi ciclici. Si ha una presentazione

¢:7° = G

con ¢(n,m) = n(13,5) + m(2,2). Dobbiamo determinare Ker(¢). E chiaro che
Ker(¢) é costitutito dalle coppie (n,m) € Z?* tali che

13n + 2m = 30¢
5n + 2m = 12s

Dalla seconda equazione si ottiene n = 2p, 6s — m = bp. Ma allora

13(2p) + 2(6s — 5p) = 30t

e quindi
16p + 12s = 30¢t.
Si ottiene
p=3q, 5t —2s = 8q
ossia
p = 3q, 5t =2(4q + s).
Finalmente
p=3q, t =2l, 4q9+ s = 5l.
Quindi

Ker(¢) = {(6q,6(5l — 4q) — 15q) = (64, 30l — 39¢9)} =< (6, —39), (0, 30) > .
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Si ha:
((6,-39), (0,30)) = ((1,0), (0, 1)) (_6;)9 300>

Diagonalizziamo la matrice.

6 0\ 2@ (6 0)ma@ (0 60) ms (3 30
~39 30 ~3 30 ~3 30 0 60
(-3 0)__ (30

0 60 0 60

Quindi d; = 3,dy = 60. Se si pone e; = (1,0), es = (0, 1), si ha:

(61, 62) EzL(;G) (61—662, 62) Em:>2) (61—662, 62—2(61—662)) = (61—662, —2€1+1362)

% (—261 + 1362, €1 — 662).

Quindi rispetto alla nuova base (—2,13),(1,—6) di Z?, ker(¢) ha come base
3(—2,13),60(1,—6) ossia (—6,39), (60, —360). Dunque

7?|Ker(¢) =< (—=2,13) > @ < (1,—6) > .
Infine
G =< $(—2,13) > ® < ¢(1,—6) >=< (0,4) > & < (1,5) >~ Z/3Z x Z/60Z.

Da questa decomposizione deduciamo che G ha 180 elementi e che G non é
ciclico, informazioni difficili da dedurre dalla sola conoscenza dei generatori di G.
Ad esempio, gli elementi di G sono descrivibili esplicitamente:

G = {n(0,4) +m(1,5), n=0,1,2, m=0,1,...,59}.

Un elemento di ordine 5 in G é (12,0). Che tale elemento ha ordine 5 é chiaro,
ma che stia in GG non é cosi chiaro senza la decomposizione ottenuta.

Esempio. Determinare le ultime due cifre del numero 2343

Consideriamo il gruppo abeliano G = U(100) costituito dai naturali minori di
100 e primi con 100, con la operazione ”prodotto modulo 100”. Cié significa che la
moltiplicazione a o b é definita come il resto della divisione di ab per 100, o anche
come il numero costituito dalle ultime due cifre di ab. Ad esempio, avendosi
(100 — 1)? = 100% — 200 + 1, si ha

99099 =1

e quindi
1=303030301101l.
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G = U(100) é un gruppo abeliano con 1 come identitd. Gli elementi di G sono i
naturali minori di 100 che terminano con 1,3,7,9. Ossia sono i naturali del tipo

G ={10s+ 1} U{10s + 3} U {10s + 7} U {10s + 9}

con 0 <s<9.
Quindi G ha 40 elementi. Incominciamo a provare che i numeri del tipo 10s + 1
sono in G potenze di 11, o pid precisamente che per ogni s tale che 0 < s <9 si ha

Jlollo---011 =10s+ 1.

s wvolte

L’'uguaglianza e’ vera se s = 0 e allora, per induzione su s, sia s > 1; si ha

llollo---01l=1101lo---011011 =(10(s —1)+1)0o11 =10s+ 1

s wvolte s—1 wvolte

perche ’ le ultime due cifre di (10(s—1)+1) x 11 = 100(s—1)+10s+1 costituiscono
il numero 10s + 1.

Ci6 prova che in G ’elemento 10s + 1 é una potenza di 11 per ogni s =0,...,9.
In particolare

Jlollo---0ll=1101lo0o---011011011 =8l011011=91011=1.

~
10 wvolte 8 wolte

Possiamo scrivere
(10s +3) = (10s+3)0o1=(10s+3)0270301l011
(10s+7)=(10s+7) o1 =(10s +7)03030303011011

(10s +9) = (10s +9) 01 = (10s +9) 0903030110 11.

Poiché i numeri (10s + 3)27, (10s + 7)3, (10s + 9)9 finiscono per 1, essi sono in G
potenze di 11 e dunque ogni elemento di G e’ del tipo

3030---o§ollollo-~~oll,

t volte s wvolte

Quindi il gruppo abeliano G é generato da 3 e da 11. Allora si ha una presen-
tazione

¢:7° = G
definita da

¢(t,s) =3030---030l1lollo---oll,
t';(:lte sgglte

Dobbiamo determinare il nucleo della presentazione. Ma avendosi

1=303030301l011
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l1=11lo1lo.--011,

~
10 wvolte

si ha (4,2),(0,10) € Ker(¢) e quindi il sottogruppo

H =< (4,2),(0,10) >C Ker(¢).

Si ha
(:2.0.10) = (1.0, 0.0) (5 1)

Diagonalizziamo la matrice.

2 10 2 10 0 —20

2 0 R 2 0
0 —20 0 20)°
Quindi d; = 2,dy = 20. Si ha poi
(e1,€2) 1.2(0) (e1, €2 + 2e1) g (e2 + 2e1,€1).

Quindi se si considera la nuova base (2, 1), (1,0) di Z?, H ha come base 2(2, 1), 20(1,0)
ossia (4,2),(20,0). Dunque

7ZP/H =< (2,1) > @ < (1,0) >~ Z/27Z x 7./20Z.

Ci6 prova che Z?/H ha 40 elementi, cosi come G. Ma abbiamo un epimorfismo
Z*/H — 77 |Ker(¢),

quindi Ker(¢) = H. Si ha cosi:

G=<¢2,1) > <¢(1,0) >=<99 > B < 3 >,

con ord(99) = 2, ord(3) = 20. Dunque < 99 >~ 7 /27, < 3 >~ 7,/20Z e quindi per
la Proposizione 2.7
G ~ Z/2Z x Z,/20Z.

Ci6 che conta per il nostro problema é che da tale decomposizione capiamo che ogni
elemento a € G é tale che
aoago---oq=1.
20 wolte

Dunque, essendo 23 € G si ottiene

230230---023 =23023023 =29023 =67.

~
143 wolte

3143

Quindi le le ultime due cifre di 2 sono sono 6 e 7.
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9 Invarianti primari e rango.

Il Teorema 8.1 fornisce un procedimento per ottenere la decomposizione di un gruppo
G finitamente generato nella somma diretta di un numero finito di sottogruppi ciclici:

G=<a1>P<a>P- - d<a,>.

Una domanda naturale é se tale decomposizione é in qualche modo unica. Ma si

. . e . . — 2 1 .
capisce subito che tale unicita non esiste. Ad esempio, poiché det <3 2> =1, gli

elementi (2,3), (1,2) sono una base di Z? e quindi usando la Proposizione 3.6,

7P =< (1,0) > @ < (0,1) >=< (2,3) > ® < (1,2) > .

Oppure, é facile vedere che

L4227 =<1>=<21>P<2>=<14>PH<3>=< 14 >PH<6> D <21 >~

~ 7,)27 x 7217 ~ 7./37 x T./147 ~ 7|37 x 7./ TZ x 7./21.

Procediamo allora ad una decomposizione piu fine di un gruppo abeliano fini-
tamente generato. Per ottenere tale decomposizione, osserviamo che un gruppo
ciclico finito di ordine composito si pud ulteriormente spezzare nella somma diretta
di sottogruppi ciclici. Pia precisamente abbiamo il seguente teorema.

Teorema 9.1 Sia G un gruppo abeliano, a € G un suo elemento di ordine finito
ded=qqs...q, la decomposizione di d in prodotto di potenze di primi distinti.
Allora

<a>=<dia>P<da>®---P<d,a>

ove d; := d/q;. Inoltre ord(d;a) = g;.
Prova. Osserviamo che se i # j allora si ha

Inoltre é chiaro che gli interi dy, . . ., ds sono primi tra loro e quindi possiamo scrivere
1 = >" md;. Nesegue a = Y mi(da) e quindi < a >= > | < dia > .
Dobbiamo provare che la somma ¢ diretta. Ma se z € },; < d;a >, allora per (2)
d;x = 0; se anche x €< d;a > si ha = td;a e quindi ¢;x = ¢;t(d;a) = t(da) = 0.
Essendo (d;, ¢;) = (1), possiamo scrivere 1 = rd;+sg; e quindi z = r(d;z)+s(g;x) = 0.
Il che prova che la somma é diretta.

Infine si ha m(d;a) = 0 se e solo se md; = dc, se e solo se m = ¢;c. Cié prova che

ord(d;a) = ¢; e conclude la dimostrazione.
U
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Quindi se d = ¢19> . . . g, € la decomposizione di d in prodotto di potenze di primi
distinti (tali potenze saranno dette numeri primari) si ha

2)d7 ~ZL]Q7 X -+ X L] g, L.
Si avra' ad esempio:
7)207 ~ 7.]Az X 7./57, 7.)36Z ~ 7.]AZ X Z.]97Z.
Come conseguenza si ha anche il seguente risultato.

Corollario 9.2 Se m e n sono primi tra loro, allora
Z/mnZ ~ 7./mZ x Z/nZ.

Notiamo pero‘ che Z /47 non e’ isomorfo a Z /27 x 7./ 27 perche‘ nel primo gruppo
ci sono elementi di ordine 4 mentre nel secondo ogni elemento ha ordine al pita due.

Abbiamo cosi provato che dato un gruppo abeliano G finitamente generato, esiste
sempre una decomposizione di GG in somma diretta di sottogruppi ciclici primari o
infiniti. Una tale decomposizione si dice decomposizione standard di G per
distinguerla dalle altre possibili decomposizioni.

Per ottenere una decomposizione standard di G, si procede prima ad individuare
una decomposizione di G' in somma diretta di sottogruppi ciclici e poi si usa la
Proposizione precedente.

Esempio Sia G = Z/6Z x Z/20Z x Z/36Z. Una decomposizione di G ¢ la
seguente:

G=<(1,0,0)>®< 01,0 >®<00T)>.

Ma ord(1,0,0) = 6 = 2 x 3, ord(0,1,0) = 20 = 4 x 5, ord(0,0,1) =36 =4 x 9 e
quindi, applicando la proposizione precedente, si ottiene:

con ord(3,0,0) = 2, ord(2,0,0) =
4, 0rd(0,0,4) = 9.

Osserviamo ora che una decomposiizone standard di un gruppo abeliano G ha
la proprieta che tutti gli addendi che compaiono in essa sono indecomponibili, ossia
sono sottogruppi ciclici che non si possono ulteriormente spezzare in somma diretta
di sottogruppi ciclici non banali.

Infatti é facile provare che i gruppi ciclici infiniti sono isomorfi a Z e quindi
indecomponibili, perché due sottogruppi non nulli nZ e mZ di Z hanno sempre una
intersezione non nulla (infatti la intersezione dei due sottogruppi contiene nm).

Proviamo allora che ogni gruppo ciclico primario é indecomponibile.
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Proposizione 9.3 Se q e’ un numero primario, ogni gruppo ciclico G di ordine q
¢ indecomponibile.

Prova. Siha g =p"™ con p numero primo. Ogni sottogruppo proprio di G e’ anche
lui ciclico di ordine p” con r < n. Se dunque H e K sono due sottogruppi propri
di G di ordine p" e p® rispettivamente con r < s < n, allora H X K ha elementi di
ordine al pid p® e quindi non pué aversi G ~ H x K. O

Abbiamo dunque visto che ogni gruppo abeliano G finitamente generato si pu6
decomporre

G=<a1>P<a>® - B<yu>B< a1 >D - Dd<a,>

dove ord(a;) é un numero primario ¢; se @ < ¢ e infinito se ¢ > ¢. Vediamo che tale
decomposizione ha finalmente una qualche sorta di unicita. Precisamente proviamo
che gli interi ¢; e n — ¢ sono univocamente determinati ( i ¢; a meno dell’ordine) dal
gruppo G.

Basterd naturalmente provare che se q1,...,q,c1,...,Cs SOno numeri primari e
si ha un isomorfismo

Z/QZ X L) QL X - X L] GL X L™ ~ L)1 L X L]coe X -+ X LfcsZ X 7™

allora m = n, s =t e, a meno dell’ordine, g; = c;.

Abbiamo bisogno di ricordare alcune proprieta del sottogruppo di torsione di un
gruppo abeliano G.

Se G é un gruppo abeliano, indichiamo con T'(G) il sottoinsieme degli elementi
a di G di periodo finito.E chiaro che T(G) é un sottogruppo di G che si chiama il
sottogruppo di torsione di G. Raccogliamo nel seguente lemma le proprieta piu
rilevanti di questo sottogruppo.

Lemma 9.4 Siano G e H due gruppi abeliani. Si ha:

1. Se G é€ libero, allora T(G) = {0}.

2. Se G € finito, allora T(G) = G.

3. T(Gx H)=T(G) x T(K).

4. Se ¢ : G — H € un isomorfismo di gruppi, allora la restrizione di ¢ a T(G)
¢ un isomorfismo tra T(G) e T'(H).

Prova. La prima proprietd é gia stata dimostrata. La seconda segue dal fatto che
se G é finito, allora ogni elemento di G ha periodo finito e quindi G = T'(G).

La terza proprietd si dimostra cosi’: Se (a,b) € T(G x H) allora n(a,b) = (0,0)
conn > 0 e quindi na = 0, nb = 0 e dunque a € T(G) e b € T(H). L’altra inclusione
si prova similmente.

Infine 'ultima proprieta discende dal fatto che se n > 1 e a € G, si ha

na =0<= ¢(na) =0 <= neo(a) = 0.
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Quindi ¢ manda T'(G) in T'(H) surgettivamente e la conclusione segue. O

Applicando queste facili proprieta si ottiene un primo passo nella soluzione del nostro
problema.

Lemma 9.5 Siano G e F' due gruppi abeliani finiti ed n e m due interi positivi. Se
¢:GXZL"—Fx7Z™
¢ un isomorfismo, allora n =m e G ¢é isomorfo a F.
Prova. Usando il Lemma 9.4 si ha:
T(Gx7Z"=T(G) xT((Z") =G x {0}

e similmente

T(F xZ™)=F x {0}.

Quindi, se ¢ : G X Z"™ — F x Z™ é un isomorfismo, per il lemma 9.4, 4), la restrizione
di ¢ a G x {0} é un isomorfismo con F' x {0}. Cié prova naturalmente che G e F
sono isomorfi.

Proviamo ora che n = m; consideriamo la composizione di omomorfismi

7r S Gzt S Foxzm B ogm

ove ¢ e p sono rispettivamente la immersione e la proiezione canonica sul secondo
addendo. Proviamo che tale omomorfismo é iniettivo. Se v € Z™ €’ tale che pgi(v) =
0, allora ¢(0,v) = (z,0); per la surgettivitd della restrizione di ¢, si ha (z,0) = ¢(¢, 0)
per qualche t € G, e quindi (0,v) = (¢,0). Dunque v = 0 e la composizione €’
iniettiva. Cio’ prova che n < m e per simmetria si conclude che n = m.

O

Per completare la nostra analisi dobbiamo ancora chiederci se due gruppi, che
sono prodotto diretto di gruppi ciclici primari, possono essere isomorfi pur non
avendo gli stessi addendi primari. Ad esempio é possibile che Z/27 x Z /27 x 7] AZ
sia isomorfo a Z /47 x 7./A7Z.? La risposta e’ negativa perché se cerchiamo gli elementi
di periodo 2 nel primo gruppo ne troviamo 7, nel secondo gruppo ne troviamo 3.
Questo metodo di calcolo funziona sempre e pertanto si pué dimostrare il seguente
teorema.

Teorema 9.6 Se qi,...,q,c1,...,Cs SOno numeri primari e si ha un isomorfismo
L)L X L)@l X -+ X L] ~ L)1\ L X Lo X -+ X L] csZ

allora s =t e, a meno dell’ordine, q; = c;.
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Abbiamo dunque visto che se G é un gruppo abeliano e
G=<a1>P<a> - ®<as >,

¢ una qualunque decomposizione di G come somma diretta di sottogruppi ciclici
primari o infiniti ossia con

. 1<i<t
ity - {1, 1515

i numeri primari ¢, . ..q; e I'intero s — ¢ non dipendono dalla decomposizione scelta
ma soltanto da G. Pertanto possiamo dare la seguente definizione.

Definizione 9.7 Il numero intero s — t sard detto il rango di G.

In tal modo si estende la nozione di rango a tutti i gruppi abeliani finitamente
generati. Pué essere rg(G) = 0, ma cié avviene se e solo se G é finito.

Definizione 9.8 I numeri primari che compaiono nella decomposizione standard di
G sono detti gli invarianti primari di G.

Ad esempio il gruppo G = Z /27 x Z/127 x 7./180Z x 7Z** ha come rango 23 e
come invarianti primari 2, 3,4, 5,4, 9.

Il rango e gli invarianti primari di un gruppo abeliano G costituiscono un sistema
completo di invarianti per il gruppo, nel senso che due gruppi abeliani finitamente
generati sono isomorfi se e solo se hanno lo stesso rango e gli stessi invarianti primari.
Ci6 é naturalmente conseguenza della analisi che abbiamo portato avanti in questo
paragrafo.

Un corollario molto importante del teorema precedente ci assicura che in un
gruppo abeliano finito di ordine n, per ogni divisore m di n possiamo sempre trovare
un sottogruppo di ordine m.

Corollario 9.9 Sia G un gruppo finito di ordine n e sia m un divisore di n. Allora
esiste in G un sottogruppo di ordine m.

Prova. Se n = p!'...p' éla decomposizione di n in numeri primari, il divisore m

di n si scrivera m = pi' ... pls ove r; < t; per ogni ¢. Quindi basterd dimostrare che
in un gruppo ciclico < a > di ordine p’ con p primo ¢’é sempre un sottogruppo di
ordine p" se r < t. Ma infatti I’elemento a® " ha ordine . O

Osserviamo che non é vero per6 che in un gruppo di ordine n c’é sempre un
sottogruppo ciclico di ordine m se m divide n. Infatti in Z /27 x Z /27 non ci sono
elementi di periodo 4.
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Esempio. Si ha
Z)67 x 7207 x 7./36Z ~ Z.]27 X Z]127 x Z/180Z.
Infatti si hanno le decomposizioni: 6 = 2x 3,20 =4x5,36 =4x9,12 =3x4,180 =
4 x5 x 9. Quindi gli invarianti primari di entrambi i gruppi sono (2,3,4,5,4,9).

Z/6Z x 7.]207 x 7,/367 non é isomorfo a Z/4320Z perché gli invarianti primari
del primo sono (2,3,4,5,4,9), quelli del secondo sono (5,27, 32).

Z]6Z x 7/20Z x Z/367Z non é isomorfo a Z /27 x Z/2160Z perché gli invarianti
primari del primo sono (2,3,4,5,4,9), mentre quelli del secondo sono (2, 16,27, 5).

Esempio. Consideriamo i gruppi di ordine 36. Si ha 36 = 4 x 9 e quindi i
possibili spezzamenti di un gruppo di ordine 36 nel prodotto diretto di gruppi ciclici
SOno:

7./367 ~ 7.JAZ x 7./97Z.

con invarianti primari {4, 9},
)27 x 7187 ~ 7,27 x Z2Z x T.]9Z
con invarianti primari {2, 2,9},
7,27 x 737 x TJ67. =~ T,)27 x 7.)27 x T.37 x T/3Z. ~ 7./67 x /67
con invarianti primari {2, 2, 3, 3},
ZJ3T x /3L x LJAZ ~ /3T x Z/12Z

con invarianti primari {3, 3,4}.

Esempio Determiniamo tutte le classi di isomorfismo dei gruppi abeliani di
ordine 360.
Si ha
360 = 23%5

e quindi abbiamo queste possibilita per i corrispondenti invarianti primari:
{2,2,2,3,3,5}, {2,2,2,9,5}, {2,4,3,3,5}, {2,4,9,5},

{8,3,3,5}, {8,9,5}.

Dunque ci sono sei classi di isomorfismo per i gruppi abeliani finiti di ordine 360, nel
senso che un gruppo abeliano di ordine 360 é isomorfo ad uno e uno solo di questi

gruppi:
G1=2Z)27 X Z)27 x 1.]27 x 7.]37 x 7|37 x 7|57

Gy = 7.)27 x 7.)27. x 7.)27, x 7.)97, x Z./57.
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Gy = Z/2Z x )37 x Z/3Z x ZJAZ x L/5Z.
Gy =7/27 x 7/AZ x 7./57 x 7./97.
Gs = 7/37 x 7./3Z x L/8T x Z./5Z.
Go = Z/SZ x Z/5Z x /9.

Esercizio. Proviamo che ogni gruppo abeliano di ordine 45 ha un elemento di
ordine 15.

Si ha 45 = 5 x 9 e quindi i possibili invarianti primari sono {3,3,5} e {5,9}.
Quindi si hanno due classi di isomorfismo individuate da

7./37. x Z)37 x 7,/5Z, 7,57 x 7,/9.
Ora in Z/37Z x 7./3Z x 7,/5Z 'elemento (1,1,1) ha ordine 15 e in Z/5Z x Z/9Z
I'elemento (2, 6) ha ordine 15.

Esercizio. E vero che ogni gruppo abeliano di ordine 45 ha un elemento di
ordine 97

Questa volta la risposta é no perché il gruppo Z/3Z x 7Z/3Z x Z/5Z non ha
elementi di ordine 9.
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