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A-moduli, mancano le basi!

- Sia A un anello commutativo unitario;

- sia M un A-modulo finitamente generato.

Se A=K & un campo, M & un K-spazio vettoriale di dimensione
finita, cioe M = K" per qualche n e N. In altre parole, M ammette
un sistema di generatori che & una base: cioe esistono my, ..., my
generatori di M tali che:

aimy+--+a,m,=0 cona;€eA =>a1=a=--=a,=0.

Se A non & un campo non tutti gli A-moduli sono liberi. Anzi, gli
A-moduli liberi sono rari, infatti sono solo quelli del tipo A”.
Quello che si fa &, dato un A-modulo M, approssimarlo con degli
A-moduli liberi.
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ESEMPIO: Siano K un campo, A= K[x,y] e K =A/(x,y) (visto
come A-modulo). K & generato dalla classe di 1, dunque possiamo
costruire una mappa surgettiva di A-moduli A 5 K definita da
e(1) = 1.

Il nucleo di € & I'ideale (x,y) ¢ A. Dunque Ker(e) & un A-modulo
generato da 2 elementi, quindi possiamo definire una mappa di
A-moduli A2~ Ker(e) € A definita da f(e1) =xe f(e) =y

({e1, e2} base di Az). Si noti che f non & iniettiva, infatti

yer — xep € Ker(f). Vogliamo calcolare Ker(f):

Va,beA, ae +beecKer(f)= ax=-by (in A).

Poiché A & un UFD, e x e y sono elementi irriducibili non
associati, allora b = cx per qualche c € A. Dunque ax = —cxy, che
siccome A & un dominio implica a = —cy. Concludendo,

ae; + bey = —c(ye; — xe2), che dimostra Ker(f) = (ye; — xes) ...
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. Dunque Ker(f) & un A-modulo generato da 1 elemento, quindi

possiamo definire una mappa di A-moduli A LR Ker(f) c A?
definita da g(1) = ye; — xey; questa volta, g & iniettiva, infatti
g(a) = aye; — axes = 0 implica (poiché {e1, 2} & una base di A?)
ay = —ax = 0. Visto che A & un dominio, cio forza a ad essere 0. Si
& dunque costruita la seguente sequenza esatta di A-moduli:

\ / \: )/ o
(ver —xe) (x.)

Tale sequenza esatta & detta una risoluzione libera di K.
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Anelli regolari

Il processo visto nell’esempio precedente & terminato dopo un
numero finito di passi, ma non & sempre cosi: dipende dal modulo
scelto e, soprattutto, dall'anello. In questo corso caratterizzeremo
gli anelli A per cui ogni A-modulo ha una risoluzione libera finita.
Tali anelli sono da considerarsi estremamente buoni, e sono i
cosiddetti anelli regolari. Come conseguenza, vedremo che I'anello
di polinomi in n variabili su un campo & regolare (fatto
originariamente provato da David Hilbert nel 1890, noto come
Hilbert's syzygy theorem). Gli anelli regolari hanno anche
un'interpretazione geometrica, di cui vedremo un assaggio fra poco
e daremo la dimostrazione piu avanti. Prima, pero, vediamo un
esempio di risoluzione libera infinita.
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ESEMPIO: Sia A= K[x]/(x?) e K = A/(X).

Vogliamo costruire una risoluzione libera di K come A-modulo
come prima. Il nucleo della mappa A = K data da ¢(1) =1 & (X)
per definizione. Osserviamo inoltre che

Ker(A S A) = (%) C A,

Infatti, se a € A & tale che xa =0, allora scegliendo un
rappresentante f € K[x] di a abbiamo che fx = gx? (in K[x]) per
qualche g € K[x], che visto che K[x] & un dominio implica che
f = gx, che a sua volta implica

ae(x).

6
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Dunque questa costruzione ci fornisce una risoluzione libera infinita
di K come A-modulo:

A

() )

5 K = A/(X)

A priori potrebbe esistere una costruzione differente che fornisce
una risoluzione libera finita di K come A-modulo; come vedremo in
seguito, in realta K non ammette nessuna risoluzione libera finita
come A-modulo.
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Algebra& Geometria

Una delle ragioni per cui & nata I'algebra commutativa, e stata la
necessita di porre delle basi solide e rigorose per lo sviluppo della
geometria algebrica. Non dobbiamo dimenticarci queste origini,
dunque iniziamo ricordando che algebra e geometria sono legate
I'un I'altra sin da subito.

K campo, S = K[x1,...,Xp] anello di polinomi, / ¢ S ideale.
Z(I)={PeAk:f(P)=0 V fel}cAf.

| sottoinsiemi di A della forma Z(/) per qualche ideale / sono i
chiusi della topologia di Zariski su A} (si dicono varieta algebriche
affini). Sarebbe bello se ci fosse una corrispondenza biunivoca tra
ideali di S e chiusi, ma questo & impossibile ....
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ESEMPIO: 1. Se S = K[x, y], allora
{(0.0) : X e K} = 2((x)) = Z((x*)).
2. Se S =R[x,y], allora
@=2((1)) = Z((x* +y*+1)).

Nullstellensatz (Hilbert, 1893): Se K & algebricamente chiuso,
allora:

Z(=Z(J) < VI=+J.
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Il Nullstellensatz € il primo ponte fra algebra e geometria, fornendo
una corrispondenza biunivoca fra varieta algebriche affini e ideali
radicali in un anello di polinomi a coefficienti in un campo
algebricamente chiuso. Nella geometria algebrica moderna, si usa il
(pit complesso) linguaggio degli schemi introdotto da
Grothendieck, che fornisce una corrispondenza biunivoca fra
schemi affini ed anelli.

Per tutto il corso sara utile tenere a mente esempi di anelli
provenienti dalla geometria, cioe K-algebre finitamente generate.

ESEMPIO: L'anello A= K[x,y]/(x? - y) rappresenta la parabola:
P=Z((x*-y)) c A’

E semplice vedere che la dimensione (di Krull) di A & 1, che
rispecchia il fatto intuitivo che la parabola & un oggetto
1-dimensionale.
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Singolarita

Sia X = Z(p) c A una varieta algebrica irriducibile, dove K = K e
p & un ideale primo di S = K[xy,...,xn].

DEF.: Dato un punto P € X, una funzione regolare in P & una
funzione ¢: U — K dove U c X & un intorno (nella topologia di
Zariski) di P e ¢(Q) =f(Q)/g(Q) per ogni Q€ U dove f,geS e
g(Q) # 0. Due funzioni regolari in P si dicono equivalenti se
coincidono sull’intersezione dei loro domini. L'insieme delle classi
d’equivalenza delle funzioni regolari in P verra denotato con Ox p.
Tramite le operazioni puntuali, Ox p € naturalmente dotato di una
struttura di anello.

ESERCIZIO: Si provi che Ox p = Snp/9Smp, dove P = (Py,...,Pp)
emp = (x1—P1,...,xn— Pn) €S. In particolare, Ox p € un anello
locale.
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Data una varieta algebrica X e un suo punto P € X, un concetto
importante & che il punto sia singolare o meno (ciog liscio),
concetto che definiremo rigorosamente pil avanti: in questo corso
vedremo che un punto P € X & liscio se e solo se Ox p € un anello

regolare.
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Algebra omologica
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A anello qualunque (possibilmente non Noetheriano). Ad un
omomorfismo di A-moduli:

f:M— N,
sono associati i seguenti A-moduli:
» Il nucleo di f, Ker(f)={meM:f(m)=0};

» L' immagine di f, Im(f) ={f(m)e N: me M},
» Il conucleo di f, Coker(f) = N/Im(f).
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La categoria dei complessi di A-moduli

DEF.: Un complesso (di catene) C, di A-moduli consiste in:
» una famiglia {Cy} pez di A-moduli;

» degli omomorfismi di A-moduli d,: C, - C,_1 tali che:
dp-10d,: Cy—> Chp € la mappa nulla per ogni n € Z.

Per ogni n € Z, gli elementi di Ker(d,) =: Z,(C,) si chiamano
n-cicli, e gli elementi di Im(dp+1) =: B,(C,) sono gli n-bordi.

Si ha B,(G) € Z,(G) € Cp, e I' A-modulo
Hn(CO) = Zn(CO)/Bn(CO)

e I" n-esimo modulo di omologia.
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Spesso ci capitera di considerare complessi C, in cui Cy =0 per:

N >0 o0 N« 0 o entrambe le cose.

In questi casi visualizzeremo soltanto i moduli non nulli del
complesso, poiché |'unica mappa che come dominio o come
codominio ha il modulo nullo € 0, e la condizione

dp-10d,: C,—> Chp €& la mappa nulla

& automaticamente soddisfatta se una delle due mappe & 0.
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ESEMPIO: Consideriamo A =Z, e la famiglia di A-moduli
Co ={Cp}nez dove C,=0se n<0e C,=7/8Z se n>0, dotata
delle mappe d,(x) = 4x per ogni n>0 e x € Z/8Z.

Osserviamo che C, & un complesso, poiché:
dp-10dp(x)=16x=0 V n>1e xeZ/8Z.

L' omologia di C, e:

0 se n<0

7|87

——— ~7/47 =0
Ho(C.) = | azez, = PI*E e n

27./87

= 7/27
178 / sen>0
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A volte & conveniente avere indici crescenti, cioe complessi (di
cocatene) C* dove:

» {C"}pez & una famiglia di A-moduli;
» d": C" > C"! sono omomorfismi di A-moduli tali che:

d™lod": C" — C™2? & la mappa nulla per ogni neZ.

Per ogni n € Z, gli elementi di Ker(d") =: Z"(C*®) si chiamano

n-cocicli, e gli elementi di Im(d""1) =: B"(C*) sono gli n-cobordi.

Siha B"(C®*)c Z"(C*) < C", el" A-modulo
H™(C*) = 2"(C*)/B"(C*)
e I" n-esimo modulo di coomologia.

La notazione introdotta si riscopre dai complessi di catene ponendo
C"=C_,ed"=d_,, eirisultati e le definizioni che vedremo per

complessi di catene avranno un analogo ovvio per complessi di cocatene.
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DEF.: Un morfismo fra due complessi di A-moduli
O: Xe —> Y,

consiste in una collezione di omomorfismi di A-moduli
¢n: Xy = Y, tali che i quadrati:

dX
n
Xy — Xn-1

l(bn l(bn—l
dY

Yo — Yo

commutino, ciogé ¢,_1 © df = d,}/ o ¢p.
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DEF.: La composizione di due morfismi di complessi di A-moduli
P Xe>Yoep:Ye—> 2, &

Yo Xe— Zs
dove (¢ o @)p: X, = Z, & semplicemente ¥, o ¢,,.

L'identita di X, & semplicemente il morfismo 1x : X, — X, tale che
(1x)n & I'identita di X,, cioe 1x,.

Un morfismo ¢ : X, — Y, si dice invertibile se esiste 1 : Y, > X,
taleche Yo =1x e po1p =1y. Questo ¢ il caso se e soltanto se
¢én € un isomorfismo di A-moduli per ogni neZ.
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DEF.: Un complesso di A-moduli X, si dice esatto se:

Hn(Xe) =0 VneZ.
In tal caso si usa anche dire che:
o Xp1r = Xy = Xpor —
€ una successione esatta di A-moduli.
Una successione esatta di A-moduli del tipo:
0-K->-M->N->0

si dice successione esatta corta.
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0OSS.: Un complesso di A-moduli

oKL ME NSO

€ una successione esatta corta se e solo se:
» Ker(g) = Im(f);
» f & iniettiva;

» g & surgettiva.
DEF.: Una sequenza di morfismi di complessi:
0-Xx2v. %z 50
si dice una successione esatta corta di complessi se
0 Xy 22 ¥, 2% 7,50

& una successione esatta corta di A-moduli per ogni n € Z.
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ESEMPIO: Dati due A-moduli M e N, la sequenza

0-MS>MeN N -0,

dove ¢(m) = (m,0) e m(m, n) = n, & una successione esatta di A-moduli.

0OSS.: Data una mappa di A-moduli f : K <= M, sono equivalenti:
(a) esiste un'inversa sinistra di f in Homa(M, K);
(b) M=f(K)@ N per qualche A-sottomodulo N ¢ M.

Che (b) implichi (a) & chiaro. Viceversa, se esiste una mappa di
A-moduli f": M — K tale che f' o f = 1k, allora:

M = f(K) @ Ker(f").

Analogamente, data una mappa di A-moduli g: M - N sono
equivalenti:

(a) esiste un'inversa destra di g in Homa(N, M);
(b) M =Ker(g)® K per qualche A-sottomodulo K ¢ M.
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DEF./ESERCIZIO: Una sequenza esatta corta di A-moduli:

si dice spezzante se vale una delle seguenti condizioni equivalenti:

» 3 un omomorfismo di A-moduli f': M - K t.c. f'of =1k;
» 3 un omomorfismo di A-moduli g': N - M t.c. gog' =1p;

» Esiste un isomorfismo di complessi del tipo:

0o—sK—sm—5 N 0,

llK ¢ llN

0—sK—5SKeN-Z—N—0

dove ¢ (risp. ) & I'ovvia immersione (risp. proiezione).
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ESEMPIO: Le seguenti sequenze:

(1) 0-222572/22-0
27i-
(2) 0-Z5CE—C" >0

sono entrambe successioni esatte di gruppi abeliani (Z-moduli) non
spezzanti. (Notate che la struttura di gruppo su C* & quella
moltiplicativa, per cui il ruolo dello 0 & giocato da 1).

(1) & chiaramente esatta, ma se fosse spezzante esisterebbe
f:7/2Z — Z tale che wo f = 1557. Ma cio non & possibile:

2-f(1)=f(2)=f(0)=0=f =0V feHomy(Z/2Z,Z).
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Vediamo che

27i-
(2 0-Z5CE—C* >0

& esatta: certamente ¢ & iniettiva; inoltre €272

dunque Ker(e?™") = Im(¢). Per finire, ™"

=l zeZ,

peIG _ eln(p)+i9 _ e27ri((1/27ri) In p+(1/27)0) V peRs, 0cR.

Ma (2) non & spezzante, altrimenti esisterebbe f € Homy(C,Z)
tale che:
f(z)=z sezeZ

Questo & assurdo, perché si avrebbe 1=f(1)=2-f(1/2) in Z.

& surgettiva perché:

26
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Il lemma del serpente

LEMMA: Dato un diagramma commutativo di A-moduli:

K—f s m—2 N 0
ok
0 K N

a righe esatte, esiste un omomorfismo 0 : Ker() - Coker(«) t.c.:

Ker(a) LA Ker(p) 5, Ker(7y) A Coker(a) A Coker () £, Coker(vy)

€ una successione esatta di A-moduli.
Inoltre, K > M = Ker(«a) > Ker() e
M’ - N" = Coker(3) - Coker(7).
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Dimostrazione: Osserviamo che il seguente diagramma commutativo & a righe esatte:

Kerf(\a) —f> Ker’(\B) £ 5 Kerf(\'y)

K f M g N 0
a B el
0 K’ f M’ g s N

Coker (o) ;’) Coker(8) £ Coker(v)
L'omomorfismo 0 : Ker(y) — Coker(«) & definito come:
xeKer(7)»yeg l(x) s Mo B(y) e M = z= () HB(y)) € K » Z € Coker(a)

Verificare per ESERCIZIO che 8 non dipende dalla scelta di y € g71(x).
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Per dimostrare che la sequenza
Ker(a) LR Ker(3) LR Ker(v) 8, Coker(«) L Coker () £, Coker(7)
& esatta, basta provare |'esattezza in Ker(y) e in Coker(a).

Dimostriamo |'esattezza in Ker(~):

» Se y e Ker(f3), allora 9(g(y)) = 0.

» Se x € Ker(7y) & tale che 9(x) =0, allora ¥V y € g7}(x),
FJueK tc B(f(u))=p(y). Dunque y — f(u) € Ker(B), e
gy —f(u))=g(y)-g(f(v)) =g(y) =x.

ESERCIZIO: Completare la dimostrazione.
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OSS.: Grazie alla proprieta di commutativita, un morfismo di
complessi di A-moduli ¢: X, = Y, soddisfa:

» on(Za(X)) € Zo(Ys) Y neZ;
> dn(Bn(Xe)) € Bn(Ys) YV nelZ.

Dunque, ¢ induce omomorfismi di A-moduli:
Hny(@) : Hy(Xe) — Hp(Ye) VY neZ

DEF.: Un morfismo di complessi ¢ : X, — Y, viene detto
quasi-isomorfismo se

Hn(¢) : Ha(Xe) — Ha(Ye)

& un isomorfismo per ogni n € Z.

30 /393



TEOREMA: Sia data una successione esatta corta di complessi di
A-moduli:
0-X5v. %z >0

Allora esiste una famiglia di omomorfismi di A-moduli
On: Hn(Zs) > Hp-1(Xe) V neZ, chiamati connettivi, tali che:

Oy Ha($) Ha () B0
oo Hpe1(Z) 25 Hy (X)) =5 Ho(Ya) —— Hp(Z)) = Hp1(Xa) - ...

Dimostrazione: Per prima cosa osserviamo che ci basta dimostrare
che, per ogni n € Z, la seguente successione & esatta:

Ho(X) 22O 11 vy 229, 20 2
Hn-1(9) Hp_1 (%)

Hn—l(Xo)

Hn—l( Yo) — Hn—l(Zo)
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Il seguente diagramma commutativo & a righe esatte V k € Z:

?, P
0 Zi(Xe) - Zi(Yo) ————— Z(Z.)
') M M
¢ ®
0 X u S Yy u Zk 0
dx dy dZ
Pr-1 Yy-1
0 Xi-1 Yi-1 Zy 0

4 Dr1 v Yp_1
Xi-1/Br1(Xe) —— Yio1/Bro1(Ye) —— Zj1/By-1(Zs) —— 0

In particolare, il diagramma commutativo

Xn/Bn(Xo) i) Yn/Bn(Yc) L Zn/Bn(Zo) e 0

X Y V4
l dn l dn l dn

Pn— P
00— Zp1(Xe) — = Zp 1 (Vo) ——— Zp 1(2Zs)

€ a righe esatte per ogni ne Z.
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A questo punto il lemma del serpente ci permette di concludere.
Infatti, per esempio:

. Ker(Xn/Bn(X.) LR zn_l(x.)) = Z0(X)/Ba(Xe) = Ha(Xo);

X

> Coker(Xn/Bn(X.) N zn_l(x.)) = Zn1(Xe)/Bae1(Xe) = Hooa (X).

O

ESERCIZIO: Ripercorrendo la dimostrazione, verificate che I'effetto
del connettivo su un elemento Z € H,(Z,) ¢ il seguente:

» Si prenda un rappresentante z € Z,(Z,) di Z;

» Si sollevi z ad un elemento y € Y),;

» Mandare y in Y,_1 con il differenziale, e osservare che
dy (v) € Ker(vn-1);

Sollevare d,z/(y) a x € X,_1, e osservare che x e un ciclo;
Si ha che 0,(Z) =x.

v

v
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ESERCIZIO: Si dimostri che, se
0-X.2v. % 7 50

€ una successione esatta di complessi di A-moduli, allora ¢ & un
quasi-isomorfismo se e solo se Z, & esatto.
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DEF.: Un morfismo f : X, — Y, si dice omotopicamente nullo, e si
scrive f ~ 0, se esistono omomorfismi di A-moduli:

Sp: Xn — Yni1

. Y X
tali che f,=d  ;o0s,+sp_10d; .
Due morfismi f, g : X, = Y, sono omotopicamente equivalenti, e si

scrive f ~ g, se f —g ~0.

LEMMA: Un morfismo di complessi f : Xy = Y, omotopicamente
nullo induce mappe in omologia H,(f) : H,(Xs) — H,(Y.) nulle
per ogni n € Z. Di conseguenza, due morfismi omotopicamente
equivalenti inducono le stesse mappe in omologia.

Dimostrazione: Siano s, : X, — Y,41 tali che:

f,,:d,?jrlos,,+s,,_10d,i< VY neZ.



Dato X € H,(Xs) = Z,(Xs)/Bn(Xs), per definizione abbiamo
Hn(f)(X) = fa(x). Dalle ipotesi:

Fa(x) = de1(5n(x)) + 50-1(dp (x)) = dVe1 (5n(x)) + Sn-1(0)
= dy.1(sn(x)) € Bn(Ya).

Dunque Hn(F)(X) = fo(x) = 0 € Hp(Ys) = Zn(Ya)/Bn(Ys). D.
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DEF.: Un A-modulo P si dice proiettivo se, per ogni omomorfismo
surgettivo di A-moduli f: M — N e ogni mappa g: P - N, esiste
una mappa h: P - M tale che g = f o h. Schematicamente:

3h lVg
1
M—N
vf

Dualmente, un A-modulo E si dice iniettivo se, per ogni
omomorfismo iniettivo di A-moduli f: N < M e ogni mappa
g: N — E, esiste una mappa h: M — E tale che g=hof.

E
A
h Tvg
M «—ON

vf
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ESEMPI: Sia A=Z:
(i) Lo Z-modulo Z & proiettivo, infatti

7

|+

M——s= N
v

basta scegliere m € M tale che f(m) = g(1) e definire
h:7Z - M come h(k)=km Y k eZ.
(i) Lo Z-modulo Z, perd, non & iniettivo: ad esempio si consideri

Z

I

M=7Z+——7
2=f

Se esistesse h: M — 7Z tale che 17 = ho f, si avrebbe che
2-h(1)=h(2) =h(f(1)) =1, e 1 non e divisibile per 2 in Z.
(iii) Vedremo pit avanti che Q & uno Z-modulo iniettivo.
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ESERCIZIO: Dimostrare che:
» Z/27 non & uno Z-modulo proiettivo né iniettivo.

» Q non & uno Z-modulo proiettivo.
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TEOREMA DEL CONFRONTO 1: Sia dato il seguente complesso
di catene di A-moduli, dove i P; sono proiettivi:

> P3>Py> P> Py>M-0

e un omomorfismo di A-moduli f: M — N. Allora, per ogni
successione esatta di A-moduli

..—>C3—>C2—>C1—>C0£>N—>O,

esiste un morfismo di complessi ¢ : P, > C, che solleva f, cioé tale
che f oe =no ¢g. Tale morfismo & inoltre unico a meno di
omotopia, nel senso che se 1 : P, > C, & un altro morfismo che
solleva f, allora ¢ ~ 1.
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Dimostrazione 3 ¢: Per —1 < k < n, supponiamo di aver costruito
mappe P N Cy tali che ¢_1 0 d,f = dkC o ¢y (dove P_1 =M,
Ci1=N,¢1=F df =¢ df =n, ¢p_2=d5 =d" =0), dove il caso
k = -1 & chiaro. Dunque abbiamo la seguente situazione:

Poi1 _ Ker(d?)

|-

Chs1 — Ker(d¢)

n+1

dove la surgettivita di €, : Cpi1 - Ker(dS) & assicurata

n+
dall’ipotesi che C, I, N = 0 & esatto. L'esistenza di ¢dn+1 € data
dalla proiettivita di Pp,1.
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Dimostrazione 3 ¢: Per —1 < k < n, supponiamo di aver costruito

mappe Py N Cy tali che ¢y_q 0 d,f = dkC o ¢y (dove P_1 =M,
Ci1=N,¢1=F df =¢ df =n, ¢p_2=d5 =d" =0), dove il caso
k = -1 & chiaro. Dunque abbiamo la seguente situazione:

dyiy P
Pn+1 —_— Ker(dn )

P lqbn

Chs1 — Ker(d€)

n+1
dove la surgettivita di d<,
dall'ipotesi che C, I, N = 0 & esatto. L'esistenza di ¢dn+1 € data
dalla proiettivita di Pp,1.

1 Coi1 > Ker(d,,c) & assicurata
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Dimostrazione dell’unicita a meno di omotopia: Sia P, LA C, un
altro morfismo di complessi che solleva f, e poniamo a = ¢ — .
Per dimostrare che a ~ 0, costruiremo per induzione mappe

Sp: P, > C,iq tali che o, = dnCJr1 0Sp+Sp_10 d,f Y nelZ.

Naturalmente s, =0 V n< 0. Per costruire sy, consideriamo il
diagramma commutativo:

df e

Py Po M 0
¢>o—¢ol lf -f

G G N 0
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Dimostrazione dell’unicita a meno di omotopia: Sia P, A C, un
altro morfismo di complessi che solleva f, e poniamo a = ¢ — 1.
Per dimostrare che a ~ 0, costruiremo per induzione mappe

Sn: Pp— Chyq tali che o = dnC+1 0Sp+Sp_10 d,’f Y neZ.

Naturalmente s, =0 V n< 0. Per costruire sy, consideriamo il
diagramma commutativo:

P
dl

P1 Po——M 0

|

G TKer(n) - N——>0
1
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Dimostrazione dell’unicita a meno di omotopia: Sia P, LA C, un
altro morfismo di complessi che solleva f, e poniamo a = ¢ — 1.
Per dimostrare che a ~ 0, costruiremo per induzione mappe

Sp: P, > C,iq tali che o, = dnCJr1 0Sp+Sp_10 d,f’ Y nelZ.

Naturalmente s, =0 V n < 0. Per costruire sy, consideriamo il
diagramma commutativo:

P
dl €

P1 Po

N

Cl—dl?lm(dlc)n—>N—>0
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Dimostrazione dell'unicita a meno di omotopia: Sia P, A C, un
altro morfismo di complessi che solleva f, e poniamo a = ¢ — ).
Per dimostrare che a ~ 0, costruiremo per induzione mappe

Sp: P, = Chiq tali che o = dnC+1 0S,+5,.10 d,f Y neZ.

Naturalmente s, =0 V n< 0. Per costruire sy, consideriamo il
diagramma commutativo:

P
dl €

Py Po M 0

Cl%?lm(df)n—>N—>O
1

dove abbiam sfruttato I'esattezza di C, - N — 0 e il fatto che i P;

sono proiettivi. Quindi ag = d1C 059 = dlc osp+5_10 dé:’.
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Concludere I'induzione per ESERCIZIO. O

TEOREMA DEL CONFRONTO 2: Sia dato il seguente complesso
di cocatene di A-moduli, dove gli E' sono iniettivi:

0-MSE S EL S 25 E3 .

e un omomorfismo di A-moduli f: N - M. Allora, per ogni
successione esatta di A-moduli

0-NLC'sclsc?-C3. .,

esiste un morfismo di complessi ¢ : C* — E® che solleva f, cioe tale
che eo f = ¢pg on. Tale morfismo € inoltre unico a meno di
omotopia, nel senso che se 1) : C* — E* & un altro morfismo che
solleva f, allora ¢ ~ 1.
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Funtori nella categoria degli A-moduli

DEF.: Un funtore covariante F nella categoria degli A-moduli, &
un' associazione:

» M~ F(M) per ogni A-modulo M,
f F(f)
» (M= N)w— (F(M) —> F(N)).
tale che:

» F(1m) = 1g(m) per ogni A-modulo M;
» F(gof)=F(g)oF(f).

Un funtore controvariante F nella categoria degli A-moduli, € un’

associazione:
» M~ F(M) per ogni A-modulo M;
f F(f)
» (M= N)w— (F(N) — F(M)).
tale che:

» F(1m) = 1g(m) per ogni A-modulo M;
> F(gof)=F(f)oF(g).
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ESEMPI: ¥ A-modulo M, Homa (M, —) & un funtore covariante:

» N~ Homa(M, N);

(LD Ny & (Homa(M, L) 225 Homa(M, NY).
Homa (-, M), invece, & un funtore controvariante:

» N~ Homa(N, M);

b (L5 N) o (Homa(N, M) 2220 Homa(L, M)).
M ® 4 — & un funtore covariante:

» N> M®a N,

C (LS N e (Meal 2 MeaN).
—®a M & un funtore covariante:

» N> Neas M,

C (LS N e (LoaM 2 Ney M),
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DEF.: Sia F un funtore covariante:

» F si dice additivo se la funzione
Homa(M, N) - Homa(F(M), F(N))

& un omomorfismo di gruppi abeliani ¥ A-moduli M e N,

» F si dice A-lineare se la funzione
HOII]A(M, N) - HomA(F(M)7 F(N))

e un omomorfismo di A-moduli ¥V A-moduli M e N.

Le definizioni di additivo e A-lineare per un funtore controvariante
sono analoghe.

50 /393



OSS./ESERCIZIO: 1. Si provi che, fissato un A-modulo M,
Homa(M,-), Homa(M,-), —®4 M e M ® — sono funtori
A-lineari.

_ f S R

2. Sia ae A, e M — M la moltiplicazione per a. Se F & un funtore
F(f

(covariante o controvariante) A-lineare allora F(M) LGN F(M) e

la moltiplicazione per a.
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0SS.: Se K TmME N & un complesso di A-moduli, allora:

» Se F & un funtore covariante additivo, anche

F(f) F(g)

F(K) —= F(M) —= F(N) (F(g)oF(f)=F(gof)=F(0)=0)

e un complesso di A-moduli.

» Se F & un funtore controvariante additivo,

FINY 22 £ (M) 2 F(K) (rrrerto)-Fgen-F0)-0)
e un complesso di A-moduli.

Dunque possiamo ricavarne che i funtori additivi mandano
complessi di A-moduli in complessi di A-moduli.

Cosa succede alle successioni esatte???
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DEF.: Sia F un funtore covariante additivo. Se per ogni sequenza
esatta corta di A-moduli0 > K- M —- N —>0si hache......

» 0> F(K)—> F(M) > F(N) - 0 ¢ esatta F si dice esatto;
» 0> F(K) > F(M) —» F(N) & esatta F si dice esatto a sinistra;
» F(K) > F(M) - F(N) — 0 & esatta F si dice esatto a destra;

OSS.: F & esatto se e solo se F(K) - F(M) — F(N) & esatta per
ogni sequenza esatta del tipo K - M - N.

Le definizioni di esatto, esatto a sinistra ed esatto a destra per un
funtore controvariante sono analoghe.
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OSSERVAZIONE: Un funtore covariante additivo & esatto a
sinistra (rispettivamente a destra) se e solo se |'esattezza di

0O>KLMEN (K>M->N-0)

implica |'esattezza di

0 - F(K) 22,

Scriviamo g =10 g’ dove g': M - Im(g) e t: Im(g) > N, e
consideriamo le sequenze esatte corte:

0->K5HME mg) -0
0 - Im(g) — N - N/Im(g) - 0

Se F & esatto a sinistra, le seguenti sequenze sono esatte:

F(I\/I) F(N) (F(K) > F(M) > F(N)—0):
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0 F(K) 22 vy 28 Fm(e))

0 F(Im(g)) =% F(N) - F(N/Im(g))
In particolare F(¢) & iniettiva, quindi
Ker(F(g)) = Ker(F(tog")) = Ker(F(1)oF(g)) = Ker(F(g')) = Tm(F(f)),

f
ciot 0 — F(K) 2% F(my 29 F(N) ¢ esatta. 0

Analogamente, un funtore controvariante additivo & esatto a
sinistra (rispettivamente a destra) se e solo se |'esattezza di

K->M-N-0 (0-K->M-N)
implica |'esattezza di

0-F(N)->F(M)->F(K) (F(N)-F(M)-F(K)—-0)
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ESEMPIO: Il funtore covariante Homu (X, —) & esatto a sinistra V
A-modulo X. Infatti, consideriamo una successione esatta del tipo:

0-KLHME N

Vista I'additivita di Homa (X, -), il seguente & un complesso:

0 - Homa(X, K) = Homa(X, M) £ Homa(X, N).

Per verificarne |'esattezza, osserviamo che:
» v X 25 K, poiché f & iniettiva f.(h) = fo h=0 < h=0;
» Se g.(h) = 0 per X > M, allora Im(h) ¢ Ker(g) = Im(f).
Dunque V x e X 3! s(x) e K:f(s(x)) = h(x), e si verifica
che X 3 K & un omomorfismo di A-moduli. Per cui £.(s) = h.

Ragionamenti simili dimostrano che Hom(—, X) & controvariante
esatto a sinistra, mentre fra poco osserveremo che X ®4 — e
—®a X sono esatti a destra (per la qual cosa verra utile il prossimo
esrcizio).
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ESERCIZIO: Provare che un complesso di A-moduli

KiMiNQO‘eesattoseesolose
0 - Homa(N, X) £ Homa(M, X) > Homa(K, X)

€ una successione esatta per ogni A-modulo X.

L’enunciato analogo vale con I'Hom covariante.
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OSS.: | funtori delle slides precedenti non sono esatti: ad esempio,
consideriamo A = Z e 'omomorfismo surgettivo Z > Z]27Z.
Applicando Homy(Z/2Z,-) si ottiene I'omomorfismo di gruppi:

Homgy,(Z/27,7) = Homy(Z[2Z,7,/27)
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OSS.: | funtori delle slides precedenti non sono esatti: ad esempio,
consideriamo A = Z e I'omomorfismo surgettivo Z - Z]2Z.
Applicando Homy(Z/2Z,-) si ottiene I'omomorfismo di gruppi:

05 Z/27Z
che ovviamente non puo essere surgettivo.

LEMMA: Fissato un A-modulo X:
(i) Homa(X,—) & esatto se e solo se X & proiettivo;

(i) Homa(—, X) & esatto se e solo se X & iniettivo.

Vediamo (ii), il punto (i) & analogo.

59 /393



f N
Se0—> K —- M — N — 0 & una sequenza esatta corta, allora
sappiamo che la seguente ¢ esatta:

0 - Homa(N, X) - Homa(M, X) iR Homa (K, X).
La mappa f* & surgettiva se e solo se V K Exambx tale che
f*(h)y=hof=g.

Siccome f era un arbitrario omomorfismo iniettivo di A-moduli,
questa & proprio la definizione di A-modulo iniettivo. O
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Richiamo sul prodotto tensore di A-moduli.
Per un anello A, denotiamo I'A-modulo libero generato da un insieme T:

AT =P A.

teT

(Per alleggerire un po' le notazioni, spesso denoteremo con t€ A™
I'elemento e; della base corrispondente a t € T).

DEF: Il prodotto tensore di due A-moduli M e N & " A-modulo:
AM><N

La(M,N)
dove La(M, N) & il sottomodulo di AM*N generato da:

(i) (my+ma,n)=(my,n)—(ma,n) perogni m,myeM, neNlN,
(i) (m,ny+n2)—(m,ny) - (m,ny) per ogni me M, ny,ny € N,
(iii) (am,n) —a(m,n) perogniac A, meM, ne N,

)

(iv) (m,an)—a(m,n) perogniacA meM, neN.

Dato un elemento (m,n) € M x N, la sua classe in M ®4 N si denota con
m® n. Gli elementi di questa forma si chiamano indecomponibili.

M@aN :=
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Naturalmente non tutti gli elementi di M ® 4 N sono
indecomponibili, bensi il tipico elemento di M ®4 N &:

k
> (mi ® n;) per qualche k, dove (m;, n;) € M x N.
i-1

PROP.: Dati A-moduli L, M, N, si hanno le seguenti proprieta:

(i) M@aN=zN®sM,;

(i) (LeaM)@aNzLos(MeaN);
(i) (LoM)@aNzLeoaNeM®aN;
(iv) MeaAzZA®a M=z M.
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E fondamentale sapere su cosa si tensorizza, ad esempio:

() K[x] @ KTx] = K[
(i) K[x]®x K[x] = K[x,y].

ii). Si consideri la mappa di K-spazi vettoriali
(ii) pp p
KK[X]XK[X] i K[X,y]
(f,g) = f(x)g(y)

Chiaramente Lk (K|[x], K[x]) € Ker ¢, dunque & ben definita
K[x] ek K[x] s, K[x,y]. Considerando la mappa di K-spazi
vettoriali

¥ Klxy] = Klx]ek K[x]

Xayb N Xa®yb,

¢ e 1 sono inverse I'una dell'altra.
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PROP.: Sia T < A un sistema moltiplicativo di A, e M un

A-modulo: allora
Mo T A~ TIM.

. . _ 14 .
Dimostrazione: Il sottomodulo La(M, T71A) c AMXT A &
certamente contenuto nel nucleo dell'omomorfismo di A-moduli:

AMxT‘lAL T1m
(m,ajt) —» majt

Per esempio, f((xm,a/t)) = xma/t = mxa/t = f((m, xa/t)) per
ogni a,xe A, meMe te T. Quindi & ben definita la mappa sul

quoziente M ®4 T 1A LN TIM. La mappa di A-moduli
TME Mo, T A
mjt—>m®1/t
& ben definita poiché m/t =0<«< 3 ue T :um=0, dunque
g(m/t)=m@1l/t=m®ufut =ume 1/ut =0.

Inoltre f e g sono una l'inversa dell’altra. O
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PROP.: Se /| c A & un ideale e M un A-modulo, allora:
MeaAll = M/IM.

Dimostrazione: Il sottomodulo La(M, A/l) ¢ AM*AI & certamente
contenuto nel nucleo dell'omomorfismo:

AMxA/l T M/IM
(m,3) — ma
Per esempio, f((xm,3)) = xma = mxa = f(m, xa) per ogni a,x € A,
m € M. Quindi & ben definita la mappa sul quoziente:
MeaAll 5 Mim
m®a+— ma
In maniera simile, IM & contenuto nel nucleo della mappa:
ME MeaAll
memel

poiché g(xm) =xm®1=m®x1=m®X =0 per ogni x € /.
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Dunque & ben definita anche la mappa:

M/IM 5 Mo, Al

memel
Concludiamo perché f e g sono I'una l'inversa dell’altra. O
Corollario: Se I & un ideale di A e p € Spec(A), allora
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ESERCIZIO: Si provi che, se M, N ed L sono A-moduli, allora:
Homa(M ®a N, L) 2 Homa(M,Homa(N,L)).

Se ne deduca che —®4 M e M ® 4 — sono esatti a destra per ogni
A-modulo M.
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DEF.: Un A-modulo X si dice piatto se — ®4 X (equivalentemente
X ®a —) € esatto.

ESEMPIO: Se T & un sistema moltiplicativo di A, T1A&un
A-modulo piatto.

0SS.: Siano N ¢ M due A-moduli e X un A-modulo piatto. Allora

M Mea X

— Xz .

N NesX

Infatti, la sequenza esatta 0 > N - M - M/N — 0 da luogo alla

sequenza esatta 0 > N@ay X > M@, X > (M/N)®4 X — 0.

Dunque (M/N) ®a X & isomorfo al conucleo dell’inclusione
Meas X

N®AX.

NeasXcMeyX, cioe a
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ESEMPIO: L'enunciato precedente & falso se X non & piatto: ad
esempio, si considerino M =A=K[x,y], N=m=(x,y)cMe
X =A/m=K. Allora N®4 X =m/m? = K? non & neppure un
sottomodulo di M ®4 X 2 A/m = K.

ESERCIZIO: Sia Xo = (Xp)nez un complesso di A-moduli: Si provi
che X, e esatto se e solo se (Xo)p = ((Xn)p)nez € esatto per ogni
p € Spec(A) (si sfrutti la piattezza di A, e il fatto che, per un
A-modulo M, si ha che M =0 < M, =0 per ogni p € Spec(A)).
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f . R
0SS.:Se0-K->ME N0 spezzante e F & un qualunque
funtore additivo, covariante (o controvariante), allora

F (g)

0—>F(K) F(M) F(N)->0 (0-~ F(N) F(I\/I) F(K)—>0)

& spezzante (in particolare esatta corta): infatti, fissati A-moduli
K, M, N, le seguenti proprieta sono equivalenti:

(i) MzKea N.

(i) esistono omomorfismi di A-moduli:

ik :K->M, g M->K
in:N->M, 7ny:M->N

tali che: mxowk =1k, Tyoty =1y etkomx +iyomy =1pm.
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Se F & un funtore covariante additivo e abbiamo il punto (ii)
precedente, allora si avrebbe:

F(rk)o F(ik) = 1rky,  F(mn) o F(en) = 1r(wy,
F(ik)o F(mk) + F(en) o F(mn) = 1r(my-
Dunque, F(K @ N) 2 F(K) @ F(N) non appena F & additivo. Piu

in generale, ne deduciamo che ogni funtore additivo F commuta
con le somme dirette finite, cioé dati A-moduli M; peri=1,... n:

F(é M,) = é F(M,)
i=1 i=1
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Dato un omomorfismo di anelli A ﬁ B, si ha che:
» ogni B-modulo & un A-modulo via ¢.

» se M & un A-modulo, M ® 4 B ha una struttura naturale di
B-modulo.

Inoltre, se M & un A-modulo e L & un B-modulo, ogni mappa di A-moduli

f N . . . .
M — L pu0 essere estesa in maniera naturale a una mappa di B-moduli
f/
B, M—L, (f’=13®f).
Ora, se M, N sono A-moduli, possiamo considerare la mappa di A-moduli

Homa(M,N) - Hompg(B®asM,B®aN)
a - 1p®a«a
Siccome a destra abbiamo un B-modulo, la mappa sopra si estende ad

una mappa di B-moduli:

Uy B®a HomA(M, N) - HOIHB(B ®AM,B®s N)
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TEOREMA: Nella situazione precedente, assumiamo che A e M siano
Noetheriani. Se B, come A-modulo, & piatto, allora:

Y B®aHoma(M, N) - Homg(B®a M,B®4 N)
& un isomorfismo. In particolare, per ogni p € Spec(A),
Homa(M, N), = Homga, (My, N).
Dim.: Se M = A, allora Homa(A,N) 2 N, e
Homg(B®4 A, B®s N) = Homg(B,B®s N) = Bey N.

Allora ¥4 va da B®4 N a se stesso, ed é facile verificare che & I'identita.

Se M = A", poiché ® e Hom danno funtori additivi, ¥a» va da (B®a N)"
a se stesso ed e l'identita.

In generale, essendo M finitamente generato (diciamo da n elementi),
esiste una mappa di A-moduli f: A" -> M, e poiché A & Noetheriano
Ker(f) & pure finitamente generato (diciamo da m elementi), dunque
abbiamo una sequenza esatta:

AT - A" - M - 0.
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Per non appesantire troppo le notazioni, denoteremo Q' := B®4 @ per
ogni A-modulo Q. Poiché B ®4 — & esatto a destra, abbiamo anche la
sequenza esatta:

B™ - B"> M —-0.

Homa(—, N) e Homg(—, N’) sono controvarianti e esatti a sinistra,
dunque otteniamo le seguenti successioni esatte:

0 - Homa(M, N) - Homa (A", N) > Homa(A™, N)
0 > Homg(M’',N") - Homg(B",N") - Homg(B™,N")

Siccome B & piatto, B ® 5 — & esatto: applicandolo alla prima sequenza,
quindi, il seguente diagramma commutativo € a righe esatte:

0 —— Homa(M, N)’ —— Homa (A", N)’ —— Homa (A", N)’

[ = [

0 —— Homg(M’', N') —— Homg(B", N') —— Homg(B™, N")

Dal lemma dei 5, segue che ¥y & un isomorfismo. O
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ESEMPIO: Se B non & piatto come A-modulo ¥, in generale,
non & né surgettiva né iniettiva: ad esempio, prendendo A=7 e
B =7/27 (osservando che Z/mZ ®z 7| nZ = Z/MCD(m, n)Z,
Homy (Z/2Z,Q|Z) 2 Z]2Z e Z]nZ ®z QJZ = 0):

(i) Se M=7Z/2Z e N =Z, allora

B ®aHoma(M, N) 2 Z[2Z&zHomy(Z[2Z,7) = Z]2Z®70= 0,
mentre

Homg (B ®a M, B ®4 N) 2 Homyp;(Z/2Z, Z/2L)= Z2Z.

(i) Se M =Z/2Z,N = Q/Z, allora
B ®4 Homa(M, N) 2 Z/2Z ®7 Homg (Z/2Z, Q/Z) = Z|2Z ®7 L/2Z= Z|2Z,
mentre
Hompg(B ®a M, B ®4 N) = Homg»;(Z/27Z,0)= 0.

75 /393



ESERCIZIO (lemma dei 5): Se si ha un diagramma commutativo
di A-moduli a righe esatte del tipo:

X1 X X3 Xa Xs

L bk

Y1 Y> Y3 Ya Ys

[1}4

allora ) & un isomorfismo.

DEF.: Un A-sottomodulo ¢: N <= M si dice addendo diretto di M
se esiste m € Homa(M, N) tale che:

mot=1py.

0SS.: Come gia notato, ¢: N - M & un addendo diretto se e solo
se esiste un A-sottomodulo K ¢ M tale che

M =u(N) & K.

(Basta scegliere K = Ker(7)).
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Moduli proiettivi

Ricordiamo che un A-modulo P si dice proiettivo se esiste il seguente
diagramma commutativo per ogni f e g:

0SS.: Un A-modulo libero F & proiettivo. Infatti, fissata una base {e;}¢
di F (dove | & un qualche insieme), qualunque scelta di elementi m; € M
per i € | determina un unico h € Homa(F, M) definito da h(e;) = m;. In
definitiva basta scegliere m; € M tali che f(m;) = g(e;).
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PROP.: Un A-modulo P & proiettivo se e solo se & un addendo
diretto di un A-modulo libero.
Dimostrazione: Se P & addendo diretto di un A-modulo libero F:

M —»

Per il “solo se”, scegliendo un sistema di generatori come A-modulo di P,
diciamo m; € P con i in qualche insieme /, ponendo F = Al abbiamo una
mappa surgettiva 7 : F - P. Ora basta sfruttare la proiettivita di P
come segue:
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ESEMPIO: La proposizione della slide precedente ci dice che
moduli proiettivi e moduli liberi sono oggetti simili. E d'obbligo
fare un esempio di un modulo proiettivo non libero!

Consideriamo A =7Z/6Z = 7/27 x Z|3Z e gli A-moduli P; =

Z[27 x (0) e P, = (0) x Z/37Z. Poiché P; ® P, ~ A, che & un
A-modulo libero, P; & un A-modulo proiettivo. Siccome (0,x) - Py
=0 per ogni x € Z/37Z, pero, P; non & un A-modulo libero.

Su certi anelli esibire moduli proiettivi non liberi puo essere difficile:

Congettura di Serre, Teorema di Quillen e Suslin: Tutti i moduli
proiettivi su un anello di polinomi a coefficienti in un campo sono
liberi.
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TEOREMA: Sia A Noetheriano. Un A-modulo P finitamente
generato & proiettivo se e solo se P, & un A,-modulo libero per
ogni p € Spec(A).

Dimostrazione: Prima supponiamo che (A, m) sia locale.
Prendiamo un sistema di generatori minimali my,...,m, di P, e
I'’A-modulo libero F = A". La successione esatta corta:

0 Ker(r) > F 5 P -0

& spezzante perché P & proiettivo. Allora, visto che —®5 A/m &
additivo, anche:

0 - Ker(m)/mKer(w) - F/mF - P/mP -0

¢ esatta
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TEOREMA: Sia A Noetheriano. Un A-modulo P finitamente
generato & proiettivo se e solo se P, & un Ay,-modulo libero per
ogni p € Spec(A).

Dimostrazione: Prima supponiamo che (A, m) sia locale.
Prendiamo un sistema di generatori minimali my,...,m, di P, e
I'’A-modulo libero F = A". La successione esatta corta:

0 Ker(r) > F 5 P -0

& spezzante perché P & proiettivo. Allora, visto che —®4 A/m &
additivo, anche:

0 - Ker(7)/mKer(7) - (A/m)" - (A/m)" -0

e esatta, dunque Ker(m)/mKer(7) =0, che per il lemma di
Nakayama significa Ker(7) =0. Dunque P = F & libero.
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Come visto in un esercizio precedente, Homa (P, -) & esatto se
solo se Homa (P, —), € esatto per ogni p € Spec(A). Ma poiché A
& Noetheriano e P & finitamente generato,

Homa (P, -),  Homa, (Pp, -).

Dunque Homa (P, -) & esatto se solo se Homa, (P, —) & esatto
per ogni p € Spec(A), cioé P & un A-modulo proiettivo se e solo se
Py, & un A,-modulo proiettivo per ogni p € Spec(A), se e solo se
(per quanto visto nella slide precedente) P, & un A,-modulo libero
per ogni p € Spec(A). O
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OSS.: Abbiamo gia utilizzato in varie forme che la categoria degli
A-moduli ha abbastanza proiettivi. Ciog, per ogni A-modulo M
esiste un A-modulo proiettivo P che lo presenta, vale a dire che
esiste una mappa surgettiva di A-moduli

e:P—>M

Per prendere P basta scegliere un sistema di generatori di M,
{m;}, e il corrispondente modulo libero F = Al A questo punto
P = F e € & definito da e(¢;) = m;.
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Dunque prendendo un qualunque A-modulo M, troviamo un
A-modulo proiettivo Py e una mappa surgettiva € tale che:

P, dy P, d Py €

Ker(e1) Ker(e)

M

DEF.: Dato un A-modulo M, una risoluzione proiettiva di M & un
complesso di moduli P, tale che:

» P,=0 Vi<O0;
» P; & proiettivo V i e N;

» 3¢: Py M tale che P, = M — 0 & un complesso esatto.
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TEOREMA: Ogni A-modulo ha una risoluzione proiettiva, e questa
€ unica a meno di omotopia, cioé se P, e Q, sono due risoluzioni
proiettive dello stesso modulo, esistono morfismi di complessi

Pe b Qe Qe Putaliche o~ 1p, e ot~ 1q,.

Dimostrazione: L'esistenza |I'abbiamo vista nella slide precedente,
mentre |'unicita a meno di omotopia segue dal teorema del
confronto 1:

Po—— M ——0

b

Qe —— M ——0
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TEOREMA: Ogni A-modulo ha una risoluzione proiettiva, e questa
€ unica a meno di omotopia, cioé se P, e Q, sono due risoluzioni
proiettive dello stesso modulo, esistono morfismi di complessi

Pe b Qe Qe Putaliche o~ 1p, e ot~ 1q,.

Dimostrazione: L'esistenza |I'abbiamo vista nella slide precedente,
mentre I'unicita a meno di omotopia segue dal teorema del
confronto 1:

Po—— M ——0

¢ 1Ml

Qe —— M ——0
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TEOREMA: Ogni A-modulo ha una risoluzione proiettiva, e questa
¢ unica a meno di omotopia, cioé se P, e Q, sono due risoluzioni
proiettive dello stesso modulo, esistono morfismi di complessi

Pl Que Qs Py taliche hod~1p e doih~1q.

Dimostrazione: L'esistenza I'abbiamo vista nella slide precedente,
mentre 'unicita a meno di omotopia segue dal teorema del
confronto 1:

Po——M——0

o 1Ml

Qe —— M ——0

b

Po—— M ——0
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TEOREMA: Ogni A-modulo ha una risoluzione proiettiva, e questa
¢ unica a meno di omotopia, ciog se P, e Q, sono due risoluzioni
proiettive dello stesso modulo, esistono morfismi di complessi

Po Qe QP taliche hod~1p, edoth~1lo,.

Dimostrazione: L'esistenza I'abbiamo vista nella slide precedente,
mentre 'unicita a meno di omotopia segue dal teorema del
confronto 1:

Po——M——0

¢ 1MJ/

Qe —— M ——0
@0 1MJ/
E.—>I\/I—>0

Quindi 1 o ¢ solleva 1y, ma ovviamente anche 1p, solleva 1y,
dunque Yo ¢ ~ 1p,. Analogamente pot ~1q,. O
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Moduli iniettivi

Ricordiamo che un A-modulo E si dice iniettivo se esiste il seguente
diagramma commutativo per ogni f e g:

E
B
Hh TVg
M +«—N

vf

0OSS.: Un A-modulo libero F NON & iniettivo in generale. Ad esempio,
abbiamo gia visto che se A =7 e abbiamo la seguente situazione:

7  Se esistesse h, dovremmo avere h(2-1)=2-h(1)=1 ¢

=
Jh?
le

Z%f’Z
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Criterio di Baer: Un A-modulo E & iniettivo se e solo se, per ogni
ideale / € A, ogni mappa di A-moduli da / in E si estende ad A:

E

B
I - T
Vs

At f

Dimostrazione: Il “solo se” & ovvio, dimostriamo il “se”. Sia

N ¢ M un'inclusione di A-moduli e N & E una mappa di
A-moduli. Usando il lemma di Zorn, scegliamo un A-modulo M’
tale che Nc M’ c M e M’ sia massimale (rispetto all'inclusione)
fra i sottomoduli di M a cui si pud estendere g, e chiamiamo

g’ : M' — E tale estensione.

Per assurdo, prendiamo me M~ M’, e consideriamo I'ideale

I={aeA:ame M'} c A
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Dall'ipotesi, sappiamo che la mappa:

m g’

| =M = E
R h . ,
puo essere estesa ad una mappa A — E. Allora consideriamo |
A-modulo M = M’ + mA e la mappa M” £ E definita come:

g'(m+am)=g'(m")+h(a) VmeM eacA.

Per vedere che g” & ben definita, consideriamo m} e M" e aj € A
tali che mj + aym = mj + axm: poiché h estende g’ o-m, si ha che
h(a1 - a2) = g'(m}, — my), cioe g"”"(m} + aim) = g"(m} + axm).

Questo contraddice la massimalita di M’. O
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ESEMPIO: Q & uno Z-modulo iniettivo. Utilizzando il criterio di
Baer, basta dimostrare che ogni mappa (k) LR Q, dove k & un
intero non nullo, si puo estendere a una mappa:

h:7Z - Q.
E sufficiente porre:

h(m)=(m/k)-g(k) ¥V meZ.

DEF.: Un A-modulo M si dice divisibile se, per ogni me M e per
ogni non-zero-divisore (NZD) a€ A, 3 m’ € M tale che m = am’.
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COROLLARIO: Un A-modulo iniettivo E & divisibile. Se A & un
PID, allora un A-modulo & iniettivo se e solo se & divisibile.

Dimostrazione: Osserviamo che la divisibilita di E equivale al fatto
che, per ogni ideale principale (a) ¢ A con a NZD, ogni mappa

h g
(a) >, E pud essere estesa a una mappa A — E (poiché bisogna
avere s(a) = h(a) =a- h(1) e, siccome a &€ NZD, s(a) pud essere
qualunque elemento di E).

Dunque l'implicazione “iniettivo = divisibile” & chiara, e I
implicazione opposta quando A & un PID segue dal criterio di Baer
e dal fatto che tutti gli ideali non nulli di A sono principali e
generati da un NZD. O
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OSS: Se un A-modulo M ¢ divisibile, allora M/N & un A-modulo
divisibile per ogni sottomodulo N ¢ M.

0SS.: Se A B & un omomorfismo di anelli, allora per ogni
A-modulo M e B-modulo U (vedendo U anche come A-modulo via
f)

Homp (U, M)

ha una struttura di B-modulo compatibile con quella di A-modulo:
b-¢(u):=¢(bu) VY beB, uelU, ¢ €Homuy(U,M).

ESERCIZIO: Con le precedenti notazioni, dimostrare che il
seguente & un isomorfismo di B-moduli

¢ :Hompg(U,Homa(B, M)) 5 Homp (U, M)

dato da (£(¢))(u) = (&(u))(1) V ue U,¢ e Homg(U,Homa(B, M)).
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Il nostro prossimo scopo & quello di dimostrare che la categoria
degli A-moduli ha abbastanza iniettivi, cioe ogni A-modulo M

ammette un’inclusione
e:M—E

dove E & un A-modulo iniettivo.

Per fare questo dobbiamo costruire “tanti” A-moduli iniettivi, e lo
faremo sfruttando la nostra conoscenza per A = 7Z e il seguente:

LEMMA: Se A 5> B & un omomorfismo di anelli e £ & un
A-modulo iniettivo, allora Homa(B, E) &€ un B-modulo iniettivo.

Dimostrazione: Per |'osservazione della slide precedente, per ogni
B-modulo U, c’& un isomorfismo naturale di B-moduli

Hompg(U,Homua(B, E)) 2 Homa(U, E)

Allora I'esattezza di Homa(—, E) implica I'esattezza di
Hompg(-,Homa(B,E)). O
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TEOREMA: La categoria degli A-moduli ha abbastanza iniettivi.

Dimostrazione: Prima dimostriamo il teorema per A=7. Uno
Z-modulo libero F = Z! si pud immergere in E = Q/, che essendo
divisibile e iniettivo. Uno Z-modulo arbitrario M, presentandolo
tramite uno Z-modulo libero €: F - M, & isomorfo a F/Ker(e).
Abbiamo gia osservato che F si immerge in uno Z-modulo iniettivo
(e quindi divisibile) E, dunque F/Ker(e) si immerge nello
Z-modulo divisibile E/Ker(€), che & iniettivo poiché Z & un PID.

Passiamo a un anello qualsiasi A e un A-modulo M. Come prima
cosa osserviamo che si ha la seguente mappa iniettiva di A-moduli:

a: M Homg(A, M)
A-> M

[
m a = am
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Considerando M come uno Z-modulo, esiste una mappa di
Z-moduli 8 : M — E dove E & uno Z-modulo iniettivo. Grazie al
fatto che il funtore covariante Homy (A, —) & esatto a sinistra,
abbiamo un'immersione:

B+ : Homz(A, M) - Homy (A, E).

Anche se 3, nasce come mappa di Z-moduli, in realta & semplice
vedere che & anche un omomorfismo di A-moduli, dunque
otteniamo un'immersione di A-moduli:

Bxoa: M Homgz(A,E),

e Homy (A, E) & un A-modulo iniettivo grazie al lemma. O
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Dunque prendendo un qualunque A-modulo M, troviamo un
A-modulo iniettivo EY e una mappa iniettiva e tale che:
M—— E°

\/\/

Coker(€) Coker(e')

DEF.: Dato un A-modulo M, una risoluzione iniettiva di M & un
complesso di moduli E® tale che:

» E'=0 Vi<Q0;
» E' ¢ iniettivo V i e N;
» Je: Mo EO tale che 0 > M S E® & un complesso esatto.
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TEOREMA: Ogni A-modulo ha una risoluzione iniettiva, e questa
€ unica a meno di omotopia, cioé se E* e /* sono due risoluzioni
iniettive dello stesso modulo, esistono morfismi di complessi

E* L e 1* LB taliche hodh~ 1ge € doth~ 1.

Dimostrazione: L'esistenza I'abbiamo vista nella slide precedente,
mentre I'unicita a meno di omotopia segue dal teorema del
confronto 2 analogamente alle risoluzioni proiettive. O
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Funtori derivati

Sia F un funtore covariante additivo esatto a destra, e M un
A-modulo. Prendiamo una risoluzione proiettiva P, di M, e
consideriamo il complesso di A-moduli:

F(d}) F(dP) F(e
= F(Py) —25 F(Py) —5 F(Py) £, F(M) - 0.

Tale complesso & esatto in F(M) e in F(Py) perché F & esatto a
destra, ma per il resto perde |'esattezza. Considerando il
complesso F(P,)

F(d) F(dF)
w = F(P) —— F(P1) —— F(Po) > 0,
I'esattezza potrebbe essere persa ovunque.

Ma questo & quello che volevamo, perché vuol dire che c'e
omologia non banale!
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Quindi gli A-moduli H;(F(P.)) in generale non sono nulli.
Osserviamo che Hyo(F(P,)) = F(M), siccome F & esatto a destra.

E se prendessimo un’ altra risoluzione proiettiva Q, di M?777

Sappiamo che esistono morfismi di complessi P, 2 Q. e Qs 4, P,
tali che pogp~1p, € potp ~1p,. Quindi, ad esempio, esistono
omomorfismi di A-moduli P, >, P,.+1 tali che

Ynoopn—1p, :d,ilos,,+s,,_10df VY neZ.
Siccome F & un funtore covariante additivo, otteniamo
F(n)oF(¢n)=1p(p,) = F(dp1)oF(sn)+F(sp-1)oF(dy) V neZ,

deducendo che anche F(P,) e F(Q.) sono uguali a meno di
omotopia.
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In particolare, questo implica che, per ogni i € N, I'omologia
H;i(F(P.)) = Hi(F(Q.))
non dipende dalla risoluzione scelta, ma solo da F, M e i.

Allora poniamo L;F (M) := H;(F(P.)) per ogni i € N. Osserviamo
che LoF(M) = F(M). In generale si vede, usando il teorema del
confronto, che tutti gli L;F sono funtori additivi, e che LoF &
isomorfo a F come funtore, nel senso che:
» ¢’ & un isomorfismo di A-moduli ¢p : LoF (M) = F(M) per
ogni A-modulo M.
» | quadrati

LoF(M) 2 F(M)

LoF(f)l l"—(f)

LoF(’V)T’:(N)

. . . . f
commutano per ogni omomorfismo di A-moduli M — N.
102 /393



ESERCIZIO: Sia F un funtore A-lineare covariante esatto a destra.
Si provi che L;F & un funtore covariante A-lineare per ogni i € N.
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DEF.: Sia F un funtore additivo esatto a destra.

> Se F & covariante, per ogni A-modulo M si sceglie una risoluzione proiettiva Pe
di M e si definisce, per ogni i € N, I' i-esimo funtore derivato a sinistra di F:

L,F(M) = H,(F(P.))

> Se F & controvariante, per ogni A-modulo M si sceglie una risoluzione iniettiva
E*® di M e si definisce, per ogni i € N, |I" i-esimo funtore derivato a sinistra di F:

LiF(M) := Hi(F(E®)).

Se F un funtore additivo esatto a sinistra.

> Se F & controvariante, per ogni A-modulo M si sceglie una risoluzione proiettiva
Po di M e si definisce, per ogni i € N, I' i-esimo funtore derivato a destra di F:

R'F(M) := H (F(P,)).

> Se F & covariante, per ogni A-modulo M si sceglie una risoluzione iniettiva E*®
di M e si definisce, per ogni i € N, I i-esimo funtore derivato a destra di F:

R'F(M) := H'(F(E®)).
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Un po’ di esempi
ESEMPIO 1: Sia A = K[x, y] I'anello di polinomi in due variabili su
di un campo K, A/mz K, dove m=(x,y) e F = —®4 A/m.

Vogliamo calcolare: L;F(K) per ogni i € N.

Siccome F & covariante esatto a destra, dobbiamo trovare una
risoluzione proiettiva di K come A-modulo. Seguiamo il
procedimento che abbiamo descritto per trovare una risoluzione
proiettiva (e visto durante la prima lezione), che in realta ci
restituisce addirittura una risoluzione libera (cioé che consiste di
A-moduli liberi):

0 e K= Afm

\/\/

A(-y;x)
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Soffermiamoci un secondo a capire perché:

y)

Ku(Az( A) = A(-y;x) S A% (%)

Se un vettore (f; g) sta nel nucleo di sopra, allora xf + yg = 0.

Dunque yg € (x) € A. Siccome (x) & primo, otteniamo g € (x).

Dunque g = hx per qualche he A, e xf = —yg = —yxh implica,
poiché A & un dominio, che f = —yh. Quindi,

(f;g) = h(-y;x) e A(~y; x) € A%

Essendo I'altra inclusione ovvia, abbiamo ottenuto (*).
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Proseguiamo col calcolo di L;F(K), dove F = —®5 A/m. Per fare
cio bisogna applicare F alla risoluzione proiettiva di K. Siccome
tensorizzare per A/m & come andare modulo m, si ha:

x y)

A2 /mA? Alm 0.
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Proseguiamo col calcolo di L;F(K), dove F = —®5 A/m. Per fare
ci0 bisogna applicare F alla risoluzione proiettiva di K. Siccome
tensorizzare per A/m & come andare modulo m, si ha:

0 Alm 0 , A2/mA2— 2 Alm 0.
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Proseguiamo col calcolo di L;F(K), dove F = —®5 A/m. Per fare
cio bisogna applicare F alla risoluzione proiettiva di K. Siccome
tensorizzare per A/m & come andare modulo m, si ha:

0 K 0 K> 0 K 0.

Quindi otteniamo, chiamando C, il complesso sopra:
» LoF(K) = Ho(C) = K (= F(K));
» LiF(K) = Hi(G) = K?;
» LLF(K) = Hy)(G) =K.
» LiF(K)=0 VYV i>2.
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ESEMPIO 2: Sia A=Z, M =7Z e F =Homy(Z/2Z,-).
Vogliamo calcolare: R'F(Z) per ogni i € N.

Siccome F & covariante esatto a sinistra, dobbiamo trovare una
risoluzione iniettiva di Z come Z-modulo. Seguiamo il
procedimento che abbiamo descritto per trovare una risoluzione
iniettiva e il fatto che su Z i moduli divisibili sono iniettivi.

Z->Q-Q/Z 0.
Applicando F = Homy(Z/2Z,-) otteniamo il complesso C*:

0 - Homy(Z/2Z,Q) - Homy(Z/2Z,Q/Z) — 0
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ESEMPIO 2: Sia A=Z, M =7Z e F =Homy(Z/2Z,-).
Vogliamo calcolare: R'F(Z) per ogni i € N.

Siccome F & covariante esatto a sinistra, dobbiamo trovare una
risoluzione iniettiva di Z come Z-modulo. Seguiamo il
procedimento che abbiamo descritto per trovare una risoluzione
iniettiva e il fatto che su Z i moduli divisibili sono iniettivi.

Z->Q-Q/Z~ 0.
Applicando F = Homy(Z/2Z,-) otteniamo il complesso C*:

0 - 0— Homgy(Z/27Z,Q/Z) - 0
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Vediamo cos’ &€ Homy(Z/27Z,Q/Z). Ogni ¢ € Homz(Z/2Z,Q]Z) &
determinato da ¢(1) € Q/Z. Naturalmente ¢(1) deve soddisfare
2-¢(1) =0. Dunque prendendo un rappresentante x € Q di ¢(1)
dobbiamo avere 2x € Z, cioe

x =n/2 per qualche neZ.

Se n & pari, la classe di x &€ 0. Se n & dispari, la classe di x & 1_/2
In definitiva, concludiamo che:

Homg(Z/2Z,Q/Z) = 7./27.
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Dunque il complesso C* & isomorfo come complesso a:
0-0-7Z/2Z -0,

quindi otteniamo, ricordando che F = Homy(Z/27Z,-):
» ROF(Z) = H%(C*) =0 (= F(2));
» RYF(Z) = HY(C*) = Z/2Z;
» RIF(Z)=0 Y i>1.
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ESEMPIO 3: Sia A=Z, M =Z/2Z e F = Homz(~,Z).
Vogliamo calcolare: R'F(Z/27) per ogni i € N.

Siccome F & controvariante esatto a sinistra, dobbiamo trovare
una risoluzione proiettiva di Z/27 come Z-modulo. Ancora una
volta, seguiamo il procedimento che abbiamo descritto per trovare
una risoluzione proiettiva, che in realta ci restituisce addirittura
una risoluzione libera (cioé che consiste di Z-moduli liberi):

0 Z 2 Z 727

N

27
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Applicando F = Homy(—,Z), otteniamo il complesso C*:

0 - Homyz(Z, Z) 2> Homgz(Z,Z) - 0
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Applicando F = Homy(—,Z), otteniamo il complesso C*:

05225750

Dunque concludiamo che:
» ROF(Z/2Z) = H°(C*) =0 (= F(Z/2Z));
» RYF(Z/27) = HY(C®) = Z,/27;
» RIF(Z[2Z) =0 V i>1.
Nel secondo esempio abbiamo visto che, se G = Homy(Z/2Z,-):
» ROG(Z) = H(C*) =0 (= G(Z));
» R1G(Z) = HY(C*) = Z/2Z;
» RIG(Z)=0 V i>1.

Questa simmetria non & un caso!
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ESEMPIO 4: Sia A= K[x]/(x?) e K = A/(X).

Vogliamo vedere che K non ammette risoluzione proiettiva finita
come A-modulo. Per farlo calcoleremo tutti i funtori derivati di
F=K®a-in K, L;F(K). Per trovare una risoluzione proiettiva di
K come A-modulo, osserviamo che:

Ker(A S A) = (%) C A,

Infatti, se a € A & tale che xa =0, allora scegliendo un
rappresentante f € K[x] di a abbiamo che fx = gx? (in K[x]) per
qualche g € K[x], che visto che K[x] & un dominio implica che
f = gx, che a sua volta implica

ae(x).
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Ora calcoliamo una risoluzione proiettiva di K come A-modulo:

x|
>

x|
>

x|
>

A

K = Al(X)

Tensorizzando per K = A/(X), otteniamo il complesso C,:

Lo AlR) S AIR) S AIR) S Al(X) 0
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Ora calcoliamo una risoluzione proiettiva di K come A-modulo:

NS

() (x)

A

K= Al(x)

Tensorizzando per K = A/(X), otteniamo il complesso C,:

Fo AR S AR S AR S AIR) -0
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Ora calcoliamo una risoluzione proiettiva di K come A-modulo:

T

) )

K= Al(X)

Tensorizzando per K = A/(X), otteniamo il complesso C,:
k3 KkES kS K0
Quindi, se F = K ®4 —, otteniamo:
LiF(K)=K VieN,

da cui deduciamo che K non puo avere una risoluzione proiettiva
finita come A-modulo.
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ESERCIZIO: Sia A un PID, e M un A-modulo. Provare che:

» M ammette una risoluzione iniettiva del tipo:
0->M-E°>E!>o0.
» M ammette una risoluzione proiettiva del tipo:

0—-Pr—Pyp—-M-0.
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[l ritrovo dell’esattezza

Ora vedremo la proprieta fondamentale dei funtori derivati. Per
non appesantire troppo le notazioni, per le prossime slides
lavoriamo con un funtore F covariante esatto a destra.

Per definizione, I'esattezza a destra significa che, per ogni
sequenza esatta corta di A-moduli

f g
0O-K—-M=>N-0,
c' & una sequenza esatta del tipo:

F) 29 remy 29 vy > o,

La mappa F(f) perd potrebbe non essere iniettiva. Ma F non se

. . f g
lo ricorda proprio che 0 -~ K — M = N — 0 era esatta???
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Il teorema della successione esatta lunga
TEOREMA: Se 0 - K iR M £ N = 0 & una successione esatta di

A-moduli, allora, per ogni n > 0, esistono mappe di A-moduli
LnF(N) i Lnle(K)

tali che la seguente successione ¢ esatta:

On On—
RN LnF(N) — Ln—lF(K) — Ln_lF(I\/]) N Ln—lF(N) g1

o LiF(N) 25 LoF(K) = LoF(M) > LoF(N) - 0

Dimostrazione: Se troviamo tre risoluzioni proiettive P, - K, P, - M e
P! = N tali che:

0 F(P.) > F(P,) - F(P/) -0

€ una successione esatta corta di complessi, la tesi seguira subito dal
teorema che abbiamo ottenuto come conseguenza del lemma del
serpente.
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Per esibire P, - K, P, > M e P! - N scegliamo due risoluzioni

arbitrarie P, - K e P! - N e costruiamo il seguente diagramma:

0 Ker(€') Ker(e) — Ker(e'") —— 0

(M M M
0 Py Py Py Py 0

¢ €=(f0€',€"’) &
= 3/
e
0 K M N 0
f g
0 0

[l lemma del serpente ci dice che esiste Ker(e”) — Coker(¢’) tale
che la seguente sequenza & esatta:

0 - Ker(¢") - Ker(e) - Ker(e”) - Coker(e’) - Coker(e) — Coker(e”) - 0,
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Per esibire P, - K, P, > M e P! - N scegliamo due risoluzioni

arbitrarie P, » K e P,/ > N e costruiamo il seguente diagramma:

0 Ker(€') Ker(e) — Ker(¢') —— 0
M ) M
0 Py Pya Py - Py’ 0
¢ E:(foe',e"’) <
- 3¢/
e L
0 K M N 0
f g
0 0 0

[l lemma del serpente ci dice che esiste Ker(e”) — Coker(€) tale
che la seguente sequenza & esatta:

0 - Ker(e") - Ker(e) - Ker(e”) - 0 » Coker(e) - 0 - 0,

in particolare € & surgettiva, dunque tutte le righe e colonne del
diagramma di sopra sono esatte!
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Adesso possiamo ripetere lo stesso ragionamento, poiché una
risoluzione proiettiva di Ker(¢') &:

Py - P)—> P]{ -0
una risoluzione proiettiva di Ker(€”) &:
-P{ - Py - P > 0.

Dunque ne deduciamo che una risoluzione proiettiva P, di M &
definita da P, = P/ @ P!. Siccome nella sequenza esatta di
complessi 0 > P, - P, - P! - 0 ogni pezzo

0—>P’—>Pn—>P,/,'—>O

n

& una sequenza spezzante di A-moduli, la seguente rimane esatta:

O
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Successioni esatte lunghe per tutti i funtori
TEOREMA: Sia 0 - K LN ME N-0una sequenza esatta corta di A-moduli.

> Un funtore covariante F esatto a destra induce la sequenza esatta lunga:

o> LyF(N) > Lyt F(K) = Lyt F(M) > L1 F(N) > -
v = LiF(N) > LoF(K) » LoF(M) = LoF(N) - 0

> Un funtore controvariante F esatto a destra induce la sequenza esatta lunga:

s LyF(K) = Lyt F(N) = Ly 1 F(M) = Ly 1F(K) = --

> Un funtore covariante F esatto a sinistra induce la sequenza esatta lunga:

0 R°F(K) » ROF(M) - R°F(N) » R*F(K) — -
> R"F(N) > R"™F(K) > R™F(M) > R"™F(N) - -

> Un funtore controvariante F esatto a sinistra induce la sequenza esatta lunga:

0— ROF(N) - ROF(M) > ROF(K) = RLF(N) — -
= R"F(K) = R™F(N) > R"™F(M) » R"™IF(K) - -
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Tor e Ext

L'esistenza della successione esatta lunga & funtoriale! Cioe, ogni
morfismo fra sequenze esatte corte induce un morfismo fra le
rispettive sequenze esatte lunghe.

TEOREMA: Se M e N sono due A-moduli, allora per ogni i € N:
» (Li(-®a M))(N) = (Li(N®a-))(M) = Tor (M, N).
> (R'(Homa(M,=)))(N) = (R'(Homa(=, N)))(M) = Ext}(M, N).

OSS.: Per definizione, si ha

Torg(M,N)=Mes N e ExtG(M,N)=Homa(M,N).
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Sequenze spettrali
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Fissato un anello A, una sequenza spettrale E consiste nei
seguenti dati:

» Una collezione di A-moduli (E/7), per (p,q) € Z? e r € Zsy.
» Fissato r, per ogni (p, q), mappe di A-moduli

P9 . EP,q p+r,q—r+l
dr : Er — Er )

tali che dP9 o gP~ 9" 1 _q.

) Ker(dP?
» Per ogni r, EP] = %.
Im(df™" )

Conviene immaginarsi una sequenza spettrale come un libro, in cui
a pagina r & illustrato il foglio (E"°) ...
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Pagina 1

(df?: BP9 > Ef)

Ef’3 Ell,3 El2,3 Ef,B Ef'3
E]l.),2 Ell,2 El2,2 Ef'2 Ef'2
E10,1 Ell,l El2,1 El3,1 E{l,l
EIO,O Ell,O El2,0 Ef,O E{l,O
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Pagina 2 (df9: BP9 — EP*29Y)

X)\)XX&

1,3
E, 2 2

2
E0-2 EL2 E2:2 E3:2 E

- 2 2 2 2 2
X\‘\)E\)\

EL1 E21 E

2 2 2 2 2
k\‘\f\&o)\a‘o)

ELO E2.0 E
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Pagina 3 (d29: EP9 — EPT972)
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Diciamo che E & eventualmente costante se esiste ry tale che:
dP9=0 Y rxn, (p,q)eZ’

Ciod & equivalente a dire che Ef*9 = EP9 YV r>ry, (p,q) € Z2. In
tal caso si dice che [E degenera a pagina ry, e si pone

EP9:= EP9 Y (p,q) € Z°.
OSS.: Per ogni r € Zsp, consideriamo |'insieme
Q- ={(p,q) e Z*: EP9 % 0},

e si noti che @12 Q> Q32 Q4 >.... Dunque se Q1 € un insieme
limitato di R2, allora E & eventualmente costante.
DEF.: Diremo che E & limitata se Q; & un insieme limitato di R2.

(Molte sequenze spettrali provenienti da situazioni “naturali” sono
limitate).
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Una sequenza spettrale E eventualmente costante converge ad una
collezione di A-moduli (E") ez se: per ogni n € Z, esiste una
filtrazione di A-sottomoduli di E":

O FPE"S FPHIEN 5

tale che:

> Npez FPE" = {0} e Upez FPE" = E";

» EL9 = FPEPYA|FPHLEPYAY (p,q) € Z2.
Solitamente, quello che succede & che per qualche motivo si
conosce qualche pagina di E (solitamente la prima o la seconda).

Quindi, se si sa che (E,p’q)(p’q) e I'r-esima pagina di una sequenza
spettrale convergente a (E™) ez, si scrive:

P.q p+q
EPS = EPT9,
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0SS: Sia E = (E,'J) sequenza spettrale tale che Ef'9 = EP*9,
» Se A & un campo e E degenera a pagina r, allora:
E'= @ EPY.
p+qg=n
» EP9=0VY p+gq=n=E"=0.
» Se esiste pp tale che E’Y =0 V p # po, allora E degenera a
pagina r e E™ = EP*"TPO

> Se esiste qo tale che Ef'7=0V q#qo e r>2, allora E
degenera a pagina r e E" = E/79%
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Sia C*® un complesso di cocatene con differenziali (d”)pez. Ad ogni
filtrazione regolare di C*® si pud associare una sequenza spettrale
convergente alla coomologia di C*:

DEF.: Una filtrazione regolare di C*® consiste in una filtrazione di
A-sottomoduli di C" (per ogni n€Z)

..o FPC" s FP*iCn 5 .

tale che:
> Npez FPC™ = {0} e Upez FPC" = C";
» d"(FPC™) c FPC"*1L,
TEOREMA: Ad ogni filtrazione regolare di C* & associata una

sequenza spettrale convergente ad (E") ez dove E" = H"(C*).
Inoltre FPE" = HM(FPC*).

Dim.: Chi & interessato alla dimostrazione puo leggerla alle pagine
203-206 del libro di Gelfand and Manin Methods of homological algebra.

137 /393



Complessi doppi

Un complesso doppio di A-moduli C** consiste in:

» complessi di A-moduli C*7 per ogni q € Z, con differenziali (d;"?)nez;
> complessi di A-moduli CP* per ogni p € Z, con differenziali (d?")pez,
tali che tutti i seguenti quadrati commutino:

p+1l,q
cpa+l P, cp+lg+l

df»QT )‘\déﬂl,q

CPa e y CP+19
h

Il complesso totale di C** & il seguente complesso Tot(C)*:
» Tot(C)" = @pigen C™;
» d":Tot(C)" - Tot(C)™" manda x € CP"P in dP" Px + (-1)Pdl"Px.
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Co,o

C0,3 d’?YS
) cls 4"
| ! 2,3
; c23 d,
1, 1 3 -
o2 dg,z dl? ) c*? h 4
cl? dp? “ i
B2 1
| 2,2
d%1 c22 % V N
1, 3 - ’
. con dg,l dbt ) c32_* . v
\ Cl,l d;,l a>! C )2
3,1
| ) 2,1 v
dv'o C211 dh v N
1, N ; o |
o0 dB,o al:0 5 c! h 4 v
o d;,n a0 C 1
2 420 ds’o \
o |
C3,0 d}s],o cl,,,o
C4,0
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Tot(C)*

0,3 1,3 2,3 3,3
d’ d>’ d’ d
h 1, h 2 h s h 4
C0,3 C 3 C ,3 C3'3 C ,3
d\c/)’z ,d‘}yz d3,2 dg’z d“/‘,Z
0,2 1,2 2,2 3,2
d’ d’ d’ d>
0,2 h 1,2 h 2,2 h 3,2 h 4,2
c> c c> c> cv
d%1 all d21 —d31 atl
0,1 1,1 2,1 3,1
d,’ d’ d d;’
N CO,l h Cl,l h C2,1 h C3,1 h C4,1
~ ~ ~
defo ,d‘}»o C’E’O ,dgyo d‘l/l,ﬂ
0,0 1,0 2,0 3,0
d’ d>’ d’ d
C0,0 h CI,O h C2,0 h C3,0 h C4,0
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Dalla definizione abbiamo immediatamente due filtrazioni regolari
di Tot(C)*:
(i) 'FPTot(C)* con 'FP Tot(C)" =@ C"™" per ogni ne Z;

i>p
(i) "F9 Tot(C)* con "F9Tot(C)" = @ C"7Y per ogni n e Z.

Jjzq
Come visto, dunque queste filtrazioni danno luogo a due sequenze
spettrali, rispettivamente ('Ef*7) e ("EF*?), entrambe convergenti
alla coomologia di Tot(C)®.

Il nostro scopo ora & quello di descrivere le seconde pagine di tali
sequenze spettrali in termini di C**, ma prima diamo un’occhiata
alle filtrazioni descritte sopra...
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FOTot(C)*

0,3 1,3 2,3 3,3
d’ d>’ d’ d
h 1, h 2 h s h 4
C0,3 C 3 C ,3 C3'3 C ,3
d\c/)’z ,d‘}yz d3,2 dg’z d“/‘,Z
0,2 1,2 2,2 3,2
d’ d’ d’ d>
0,2 h 1,2 h 2,2 h 3,2 h 4,2
c> c c> c> cv
d%1 all d21 —d31 atl
0,1 1,1 2,1 3,1
d,’ d’ d d;’
N CO,l h Cl,l h C2,1 h C3,1 h C4,1
~ ~ ~
defo ,d‘}»o C’E’O ,dgyo d‘l/l,ﬂ
0,0 1,0 2,0 3,0
d’ d>’ d’ d
C0,0 h CI,O h C2,0 h C3,0 h C4,0
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'FLTot(C)*

a3 @23 33
0,3 1,3 h 2,3 h 3,3 h 4,3
C C C C C
,d\}yz d3,2 dg’z d“/‘,Z
1,2 2,2 3,2
d’ d’ d>
C0,2 C1,2 h C2,2 h C3,2 h C4,2
all d21 —d31 atl
1,1 2,1 3,1
d’ d d;’
N CO,l Cl,l h C2,1 h C3,1 h C4,1
~ ~ ~
1,0 2,0 3,0 4,0
-d, d, —d, dy,
1,0 2,0 3,0
d>’ d’ d
C0,0 CI,O h C2,0 h C3,0 h C4,0
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'F2Tot(C)*

d2,3 d3,3
h h
C0,3 C1,3 C2,3 C3,3 C4,3
2,2 3,2 4,2
d, d, d,
d2,2 d3,2
h h
C0,2 C1,2 C2,2 C3,2 C4,2
2,1 3,1 4,1
dv 7dv dv
d2,1 d3,l
N CO,l Cl,l N C2,1 h C3,1 h C4,1
2,0 3,0 4,0
dy —d, d,
d2,0 d3,0
h h
C0,0 CI,O C2,0 C3,0 C4,0
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'F3Tot(C)*

3,3
C0,3 C1,3 C2,3 C3,3 dh C4,3
dg’z d“/‘,Z
d3’2
h
C0,2 C1,2 C2,2 C3,2 C4,2
,dg»l dc’l
R}
h
N CO,l Cl,l N C2,1 C3,1 N C4,1
—dg’o d“/l,ﬂ
d3,0
h
C0,0 CI,O CZ,O C3,0 C4,0
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"FO Tot(C)*

0,3 1,3 2,3 3,3
d’ d>’ d’ d
h 1, h 2 h s h 4
C0,3 C 3 C ,3 C3'3 C ,3
d\c/)’z ,d‘}yz d3,2 dg’z d“/‘,Z
0,2 1,2 2,2 3,2
d’ d’ d’ d>
0,2 h 1,2 h 2,2 h 3,2 h 4,2
c> c c> c> cv
d%1 all d21 —d31 atl
0,1 1,1 2,1 3,1
d,’ d’ d d;’
N CO,l h Cl,l h C2,1 h C3,1 h C4,1
~ ~ ~
defo ,d‘}»o C’E’O ,dgyo d‘l/l,ﬂ
0,0 1,0 2,0 3,0
d’ d>’ d’ d
C0,0 h CI,O h C2,0 h C3,0 h C4,0
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"F1Tot(C)*

o3 d ct3 4y c23 4y c33 4y c*3
92 ~dl? a2 ~d32 dy?

02 d” cl2 4 22 4" 32 4 42
d%1 all d21 —d31 atl

y 01 d" cil 4" y C21 a" 3l a" y Cl

00 cLo 20 30 40
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"F2Tot(C)*

0,3 1,3 2,3 3,3
0,3 h 1,3 h 2,3 h 3,3 h 4,3
C C C C C
d0,2 7d1,2 d2,2 *d3'2 d4,2
v v v v v
0,2 1,2 2,2 3,2
d’ d’ d’ d>
h h h h
CO,Q C1,2 C2,2 C3,2 C4,2
N CO,l Cl,l N C2,1 C3,1 N C4,1
C0,0 CI,O CZ,O C3,0 C4,0
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In un complesso doppio C** possiamo vedere le mappe orizzontali
come morfismi di complessi:

dpfl,o p,e
RN ol U RN RN gl

e quelle verticali come morfismi di complessi:

,q-1 49
v

L]
N AN o R AN e A

Dunque abbiamo mappe indotte sulle coomologie .....
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Co,o

0,3 1,3 2,3 3,3
d’ d’ d;’ d;
C0,3 h C1,3 h C2,3 h C3,3 h
0,2 1,2 2,2 3,2
d, dy d, dy
0,2 1,2 2,2 3,2
CO,Q dh C1,2 dh C2,2 dh C3,2 dh
0,1 1,1 2,1 3,1
d, d, d, d,
0,1 1,1 2,1 3,1
d> d’ d;’ d;
CO,I h Cl,l h C2,1 h C3,l h
0,0 1,0 2,0 3,0
d, dy d, dy
0,0 1,0 2,0 3,0
d> d’ d> d>
C0,0 h Cl,O h C2,0 h C3,0 h
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Coomologia verticale

0,3 1,3 2,3

d> d- d’
o HY(CO®) — 5 HY(CM*) —— HJ(C™*) —— H}(C>*) —— -

0,2 1,2 2,2

d d.> d>
w—— H(C™*) —— HZ(CM*) —— HZ(C**) —— HZ(C**) —— -~

0,1 1,1 2,1

d> d d
st H(CO) s H(CH) " HU(CP) s H(CP) —— -

0,0 1,0 2,0

d> d- d’
e HY(C*®) —— H(CH*) —— HI(C™*) —— H)(C>*) —— -
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Coomologia orizzontale della coomologia verticale

HYH3(C*®)

HYHZ(C**)

HOHL(C*®)

HOHR(C**)

HEH3(C**)

HEHZ(C*®)

HEHL(C®®)

HEHI(C®®)

HZH3(C**)

HZHZ(C**)

HZHL(C*®)

HZHI(C*®)

HRH3(C*®)

HEHZ(C*®)

HEHL(C®*®)

HEHO(C**)
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Coomologia orizzontale

Hy (C™?)
al?
HE(C™)
abl
HA(C™)

1,0
d,’

Hi(C™%)

Hi(C*?)
d2,2
HE(C*)
a2t
H(C™)
d2:0

Ha (C*%)
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Coomologia verticale della coomologia orizzontale

HIHY(C**)

HZHD(C**)

HLHR(C*®)

HOHR(C**)

1
H3HE(C*®)

H2ZH;(C*®)

HyHE(C®®)

HOHE(C®®)

2
H3HZ(C®**)

HZHZ(C**)

HLHZ(C*®)

HOHZ(C®®)

HIHZ(C*®)

HZHE(C*®)

HLHE(C®®)

HOH3(C**)
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TEOREMA: Col le notazioni, introdotte si ha:
'Ezp’q = H,’:H‘?(C"') e "Ezp’q = H“,’Hg(C'").

In particolare, H HI(C**) = HP*9(Tot(C)*) <= HEH](C**).
Dim.: Chi & interessato alla dimostrazione puo leggerla a pagina 209 di
Gelfand-Manin, Proposizione 10.

Siano M ed N due A-moduli, e P, > M - 0 e Q, > N — 0 rispettive
risoluzioni proiettive. Per essere coerenti con la notazione coomologica
finora adottata, poniamo P’ := P_; e Q' := Q_; per ogni i € Z. In questo
modo, ad esempio, la risoluzione proiettiva di M &:

o P25 Pt PO M.
Si consideri il complesso doppio T** tale che, per ogni (i,)) € Z?:
s TH =Py @
» T =P e Qe T =P esQ"
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To7o

e PPt ——— P20 QR ——— Pl Q® ——— PP, Q" ——— 0
P PP 0a Q0T —— Pea @ —— P a0 —— PP, @ —— 0
P PP Ea QT —— PP Q@ —— P ea Q@ —— PY8a QP ——— 0

e PP RA QT —— P24 Q@ ——— Pl ea Q@ —— PPeu @ —— 0
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Coomologia verticale

0 0 0 0

P gaN P2gsN —— Pl N PloaN 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
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Coomologia orizzontale della coomologia verticale

0 0 0
- (La(=®a N))(M) (La(=®a N)) (M) (L1 (- ®a N))(M) (Lo(-®a N))(M)
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
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To7o

e PPt ——— P20 QR ——— Pl Q® ——— PP, Q" ——— 0
P PP 0a Q0T —— Pea @ —— P a0 —— PP, @ —— 0
P PP Ea QT —— PP Q@ —— P ea Q@ —— PY8a QP ——— 0

e PP RA QT —— P24 Q@ ——— Pl ea Q@ —— PPeu @ —— 0
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Coomologia orizzontale

0 0 0 0
0 0 0 Mo, Q° 0
0 0 0 M, Q! 0
0 0 0 M®A\Q‘2 0
0 0 0 My Q3 0
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Coomologia verticale della coomologia orizzontale

0 0 0 0

0 0 0 (Lo(M®a-))(N) 0
0 0 0 (Li(M®4 -))(N) 0
0 0 0 (L(M®a =) (N) 0
0 0 0 (L3(M®4 -))(N) 0
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Essendo ogni modulo proiettivo piatto, infatti si ha V (i,j) € Z*:

) PiosN k=0
Hk(T”') - ®a >* ) ) (coomologia verticale)
0 altrimenti

Mes@ sek=0

) ) (coomologia orizzontale)
0 altrimenti

H*(T*) = {
Quindi la coomologia orizzontale della coomologia verticale:

(Li(~@aN))(M) sej=0

’E”J HIH(T**) =
hH( ) {O altrimenti

e la coomologia verticale della coomologia orizzontale sara:

(LLitM®a-))(N) sej=0

IIEI,j Hl HJ(T. .) — ) )
0 altrimenti
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Allora 'E}Y = 'ElYd, e "E)Y = "ElY. Ma poiché le due sequenze
2 2

spettrali convergono alla stessa cosa, cioe a H'*/(Tot(T)*),

devono essere uguali:

(Li(-=®a N))(M) = (Li(M®a-))(N) 2 H(Tot(T)*) = Tor}'(M, N).

ESERCIZIO: 1. Verificare che Tor(M, N) = Tor? (N, M).

2. Usare lo stesso metodo per dimostrare che

(R'(Homa(M,-)))(N) = (R (Homa (=, N)))(M) =: Exty (M, N).
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Fine dell'algebra omologica!
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Due anelli da tenere a mente

Un esempio di anello che bisognera tenere a mente d'ora in poi &
I'anello di polinomi

S= K[X17"'7Xn]7

dove K & un campo. Grazie al teorema della base di Hilbert
(1890), sappiamo che S & Noetheriano, cioe che ogni suo ideale &
finitamente generato.

In contrasto a quanto succede quando n=1, in cui S = K[x] & un
PID e ogni ideale & generato da un unico elemento, in piu variabili
non c'é limite al numero di generatori di un ideale:

ESERCIZIO: In S = K[x,y], per ogni d € N si consideri I'ideale:
/ = (Xd7xd_1y7xd_2y27 A ?yd)'
Si provi che | non puo essere generato da meno di d + 1 elementi.
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LEMMA (Artin-Tate) Sia K ¢ L un’estensione di campi tale che L
e una K-algebra finitamente generata. Allora [L: K] < +o0.

Per provare questo lemma bisogna dimostrare due cose:

1. Sia K un campo. Allora K(x) non & una K-algebra
finitamente generata.

2. Sia Ac B c C una catena di anelli (ognuno & un sottoanello
del successivo) tale che A & Noetheriano, C & finitamente
generato sia come B-modulo che come A-algebra. Allora B &
una A-algebra finitamente generata.
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TEOREMA: Ogni ideale massimale di S = K[x1,...,x,] € generato
da n elementi.

Dimostrazione: Se n=1 il risultato gia lo conosciamo, quindi
procediamo per induzione su n. Sia m c S un ideale massimale.
Sappiamo che S/m & un campo contenente K. Essendo S/m una
K-algebra finitamente generata, I'estensione di campi K € S/m ha
grado finito grazie al lemma di Artin-Tate. Sia f € K[t] il
polinomio minimo dell'immagine di x, in S/me L = K[t]/(f),
cosicché S/(f(xn)) = L[x1,...,%n-1]. Siccome f(x,) € m, dunque

S/mzL[xy,...,xp-1]/0.

per qualche ideale massimale n di L[xy,...,x,-1]. Per induzione
n=(f,...,f1) dove f; € L[x1,...,xp_1]. Poiché

L= K[x,]/(f(xn)), possiamo anche vedere gli f; come polinomi in
S, dunque m = (f1,...,f1,f(xpn)). O
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Un altro esempio di anello da tenere a mente ¢ I'anello delle serie
formali
R=K[[x1,---,Xn]],

dove K & un campo. Gli elementi di R sono del tipo
+o0
> F,
i=0

dove gli F; sono polinomi omogenei di grado i in K[xi,...,Xp].
Come I'anello di polinomi, anche R & Noetheriano, e come
osserveremo pilt avanti i due anelli hanno molto altro in comune.
Pero R & locale, cioé possiede un unico ideale massimale.

ESERCIZIO: Dimostrare che |'unico ideale massimale di R &:

(Xla" : aXn)‘

Hint: dimostrare che Y75 F; & invertibile se e solo se Fo # 0.
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Teoria della dimensione (richiamo)
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DEF.: La dimensione (di Krull) di un anello A &:

dim(A) =sup{reN:poEp1 ¢... ¢ p, dove p; € Spec(A)}.
ESEMPI:

» La dimensione di un campo ¢ 0.
» La dimensione di Z e 1.

» Piu in generale, la dimensione di un PID ¢ 1.

DEF.: La dimensione (di Krull) di un A-modulo M & definita come:

dima(M) = dim(A/(0:4 M)).

ESEMPIO: Essendo Q un campo, dim(Q) = 0. Come Z-modulo,
pero, dimz(Q) =dim(Z/(0:z Q)) =dim(Z) = 1.
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DEF.: L" altezza di un primo p € Spec(A) &:

ht(p) =sup{reN:pg&p1 &... Ep, =p dove p; € Spec(A)}.

L'altezza di un ideale qualsiasi / € A & definita come:

ht(/) = min{ht(p) : p € Spec(A), p21}.

OSSERVAZIONI: Per ogni p € Spec(A):
(i) ht(p) = dim(Ay);
(ii) ht(p) +dim(A/p) < dim(A).
(iii) ht(p) =0 < peMin(A).
(iv) dim(A) = sup{ht(m): m & un ideale massimale di A}.
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La diseguaglianza (ii) precedente pud essere stretta:
K[x,y,z]
(()n(y,2)’

(x) g (x,y) & (x,y,2)

ESEMPIO: Se A = allora Min(A) = {(x), (y,z)}, e

& una catena di primi di lunghezza 2. Dunque dim(A) > 2.
Considerando p = (y, z), abbiamo A/p = K[x,y,z]/(y,z) = K[x].
Ma sappiamo che K[x] & un PID, quindi dim(A/p) = 1.

D’altra parte ht(p) = 0 perché p € Min(A), quindi

ht(p) +dim(A/p) = 1 < 2 < dim(A).
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L'Hauptidealsatz di Krull

Possiamo dire che I'altezza di un ideale in un anello Noetheriano &
finita? Si, grazie all'Hauptidealsatz di Krull, che & il teorema
principale della teoria della dimensione:

TEOREMA (Krull): Sia I = (a1,...,ac) un ideale di un anello
Noetheriano A, e p € Min(/). Allora ht(p) < c.

Come avete visto, il teorema precedente segue abbastanza
facilmente dall'Hauptidealsatz, che significa “Teorema dell'ideale
principale”, e al quale spesso ci riferiremo intendendo il teorema
precedente.

HAUPTIDEALSATZ (Krull): Sia a un elemento di un anello
Noetheriano A, e p € Min((a)). Allora ht(p) < 1.
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A meno di eventuali specifiche, per un po’ considereremo solo
anelli (commutativi e unitari) Noetheriani.

OSS.: Denotando con (M) il minimo numero di generatori di un
A-modulo M finitamente generato, |'Hauptidealsatz implica che

nt(/) < p(l).

La precedente diseguaglianza puo essere stretta. Pil avanti,
vedremo che gli ideali per cui vale I'uguale hanno proprieta
particolarmente buone.

ESEMPIO: Consideriamo [ = (X2,xy,y2) c K[[x,y]] = A.

Poiché /I = (x,y) = m (I'unico ideale massimale di A), abbiamo
Min(/) = {m} da cui ht(/) = 2.

Vogliamo provare che u(/) = 3. Questo segue dal lemma di
Nakayama, che implica che (/) = dim 4/, (//m/), poiché
I/ml = {1x% + Xoxy + A3y? : \j € K = A/m} & un K-spazio
vettoriale di dimensione 3.
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Sistemi di parametri

TEOREMA: Sia (A,m) un anello locale Noetheriano di dimensione
di Krull d. Dati m elementi a1,...,am €m, si ha

dimA/(a1,...,am) >d - m.

Inoltre, esistono d elementi xi,...,xqy € m tali che:
dimA/(x1,...,x4) =0 (< m=+/(x1,...,Xxq))-
DEF.: Elementi x1,...,xqy come quelli del teorema precedente

vengono chiamati sistema di parametri per A.

ESERCIZIO: Dimostrare che, se x1,...,Xq € un sistema di
parametri per A, allora

dimA/(x1,...,x;)=d-i Vi=1,...,d
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La dimensione di Krull & intuitiva

Ora cerchiamo di giustificare (senza dimostrazioni complete) che la
nozione di dimensione di Krull coincide con il concetto intuitivo di
dimensione nel contesto geometrico.

TEOREMA: L'anello dei polinomi S = K[xi,...,Xs] in n variabili
su un campo K ha dimensione di Krull n.

Dimostrazione: Osserviamo che dim(S) > n, poiché c'¢ la catena di
primi:

0) g (x1) € (x1,%) E ... G (X150, %n)-
D’altra parte dim(S) = sup{ht(m) : m ideale massimale di S}.
Abbiamo gia visto che un ideale massimale di S & generato da n
elementi, dunque dim(S) < n grazie all’ Hauptidealsatz. O
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Sia X = Z(p) € A} una varieta algebrica irriducibile, dove K = K e
p & un ideale primo di S = K[x1,...,Xn].

Abbiamo gia detto cosa significa che una funzione ¢: X - K &
regolare nel punto P € X e definito I'anello Ox p delle funzioni
regolari in P. La funzione ¢ si dice regolare su X se & regolare in P
per ogni P € X. Anche I'insieme O(X) delle funzioni regolari su X
possiede una struttura di anello, e si chiama I'anello delle funzioni
regolari su X.

Una funzione razionale su X & una funzione ¢ : U — K, dove

@+ U c X & aperto (nella topologia di Zariski), che sia regolare in
tutti i punti di U. Due funzioni razionali ¢: U —>Key:V - K
sono equivalenti se coincidono su U n V. Anche l'insieme K(X)
delle classi d'equivalenza delle funzioni razionali su X & un anello.
Verificate per ESERCIZIO che K(X) & un campo, che verra
dunque chiamato campo delle funzioni razionali su X.
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TEOREMA: O(X) 2 A:=S/p, K(X) 2z Frac(A) e Ox p
dove P=(Py,....,P)eXemp=(1—-P1,....%n— Pp)

Amp,
A.

N 1R

In particolare ¢ : X — K & regolare se e solo se esiste f; € S tale
che ¢(x) = f4(x) per ogni x € X. Inoltre ¢ = ¢’ <= f; = fy in A.

Il modo classico per calcolare la dimensione di X € contare i

parametri liberi di una funzione razionale su X. Piu precisamente,

dim(X) := Trdeg(K(X) : K).

TEOREMA: dim(X) = dim(A).

Senza entrare nei dettagli, il motivo & che, se y1,..., Yy sono
algebricamente indipendenti su K, allora la K-algebra
K[y1,.--,Y4] € un anello di polinomi in d variabili su K, dunque

ha dimensione di Krull d.
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Dato un ideale / € S, si ha che
dim(S/1) +ht(l) =dim(S) = n.

Dunque la dimensione di Z(/) & dim(S//), e la sua codimensione &
ht (/).

ESERCIZIO: Sia X ¢ A} una varieta algebrica di codimensione c.
Dopo aver verificato che ogni varieta algebrica & I'intersezione di

tante ipersuperfici algebriche (chiusi della forma Z(f) per f € S)

dimostrare che per ottenere X bisogna intersecarne almeno c.

Se X ¢ A’;( € una varieta algebrica di codimensione ¢, non & detto
che X sia l'intersezione di esattamente c ipersuperfici algebriche;
potrebbero servirne di piu (pit avanti nel corso vedremo un
esempio).
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Funzioni di Hilbert (richiamo)

180 /393



DEF.: Un anello A & graduato se:
» A =@z Ak (come gruppo abeliano);
» ApAK CAnek YV h ok eZ.
In tal caso, un A-modulo M si dice graduato se:
» M = @z, M (come gruppo abeliano);
» AbM € My, Y h keeZ.
Un sottomodulo N € M & un sottomodulo graduato se

N=@ M N.
keZ

In tal caso, N & un A-modulo graduato con N =MnN. Selc A
& un sottomodulo graduato, / si dice ideale omogeneo.

Se Ay =0 V d<0, Asidice N-graduato. Infine, A & una
Ao-algebra graduata standard se A = Ap[A1].
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0OSS.: 1. Dalla definizione segue che Ag & un sottoanello di A, e gli
M (in particolare gli Ax) non sono solo gruppi abeliani, bensi
Ao-moduli.

2. Ao[A1] & Noetheriano se e solo se Ag & Noetheriano e A; & un
Ap-modulo finitamente generato.

3. L'anello di polinomi S = K[xi,...,x,] in n variabili su un campo
K & una K-algebra graduata standard, essendo Sy il K-spazio
vettoriale dei polinomi in S di grado d.

PROP.: Dato un campo K, un anello Noetheriano A & una
K-algebra graduata standard se e solo se A~ S/l dove S & I'anello
di polinomi in dimy A; variabili su K e | & un ideale omogeneo.

Dimostrazione: Sia n=dimk A, € a1,...,a, una base. Allora c'¢
una surgezione di K-algebre S = K[x1,...,x,] L, A che estende
nell’'unico modo possibile x; — a; (notare che A & graduato
standard < 7 & surgettiva). Allora A= S/ Ker(r), e Ker(m) &
omogeneo poiché m(Sy4) € Ay. O
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Per un po’ di slides, A sara una K-algebra Noetheriana graduata
standard (K campo), e M un A-modulo finitamente generato e
graduato.

ESERCIZIO: Poiché M & finitamente generato si ha:
» M_, =0V k> 0;
> dimK Mk <+oo VkeZ.

DEF.: La funzione di Hilbert di M & la funzione numerica:

HFEp, : 7. — N
k»—>dimK/\/Ik

La serie di Hilbert di M & la serie formale:

HSwm(t) = Y HFm(k)t* e Z[[¢]].
keZ
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TEOREMA (Hilbert): Se la dimensione di Krull di M & d, esiste un
polinomio (polinomio di Hilbert) HP ), € Q[z] di grado d -1 t.c.:

HP (k) = HF p(k) V k > 0.

ESERCIZIO: Se S = K[x1,...,xn] provare che, per ogni k € N:

HFs(k) _ (n+l;—1)

In questo caso, quindi,
(z+n-1)(z+n=-2)-(z+1)

(n-1)!

HPs(z) =
S HFs(k) = Hps(k) V k>-n.

L'esistenza del polinomio di Hilbert (che puo essere provata in maniera
diretta) sara una conseguenza dei risultati che otterremo nella seconda
parte del corso, momento in cui osserveremo che il pili grande kg per cui
HF (ko) # HP (ko) & collegato ad un invariante importante del
modulo, la sua regolarita di Castelnuovo-Mumford.
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0SS.: In Z[[t]], (1 -t)9 & invertibile per ogni d € N, infatti:

1 K
= =Ytk
e

E relativamente semplice vedere che il teorema precedente di
Hilbert & equivalente al seguente:

TEOREMA: Se la dimensione di Krull di M & d, esiste un
polinomio hy € Z[t,t1] con hp(1) # 0, chiamato I h-polinomio di
M, tale che:

hm(t)

(1-0)9

ESERCIZIO: Se hy(t) = ¥ hit', provare che min{i: h; # 0} & il
pit piccolo numero tale che M; # 0. In particolare, hp € Z[ t].

HS(t) =
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DEF.: Se d =dim M, la molteplicita di M & definita come:

(leading coefficient di HPy)-(d-1)! sed>0
dimyx M altrimenti

e(M) ={

PROP.: e(M) = hy(1).
Osserviamo che, se M # {0}, e(M) > 0. La molteplicita ha un

significato geometrico preciso: se S = K[xy,...,x,] e | €S & un
ideale omogeneo, & ben definita:

Z.()={PePkt:f(P)=0V fel}cPk’

| sottoinsiemi di P! della forma Z..(/) sono i chiusi per la

topologia di Zariski di P’,’(‘l, noti come varieta algebriche proiettive.
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L'analogo del Nullstellensatz vale anche nella situazione proiettiva,
fornendo una bigezione fra chiusi di }P”,’{l e ideali radicali omogenei
propri di S = K[x1,...,xn], se K = K. Notiamo che questa volta

@=Z.((x1,---,%n)),
motivo per cui @y-q Ak viene chiamato l'ideale irrilevante di A.

TEOREMA: Se K =K e | ¢ S & un ideale omogeneo radicale con
dim(S/1) =1, allora Z,(I) consiste di e(S/I) punti distinti. Se
dim(S/1) = d > 1, allora un sottospazio lineare “generale” di
codimensione d — 1 interseca Z.(/) in e(S/I) punti distinti.

OSS.: 1l termine “generale” pud essere reso preciso; senza entrare
nei dettagli, se si prende un sottospazio lineare di }P”;{l a caso,
questo sara generale a meno di circostanze particolarmente
sfortunate (dove la sfortuna & determinata da Z.(/)).
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Come puo essere la funzione di Hilbert di A?

Descriveremo un teorema di Macaulay che risponde alla domanda
di sopra in maniera esauriente.

LEMMA: Fissato un intero positivo d, ogni a € N puo essere scritto
in modo unico nella forma:

. (k(dd)) " (k(dd—_ll)) et (k(ll))’
con k(d) > k(d-1)>...> k(1) >0.

DEF.: Con le notazioni del lemma, la d-esima rappresentazione di
Macaulay di a & il numero:

) _ (k(de)rJlr 1) . (k(d—dl) + 1) . (k(1;+ 1)
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ESEMPIO: Siano a=15 e d = 3. Allora

<))+ 6)

Dunque
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TEOREMA (Macaulay): Sia K un campo e F:N — N una
funzione. Sono equivalenti:

» Esiste una K-algebra Noetheriana A graduata standard tale
che
HFEA(k)=F(k) V keN;

» F(0)=1le F(k+1)<F(k)A v k>1.
ESEMPIO: Dal teorema precedente, deduciamo che
1+3t+5t2 478

e una serie di Hilbert, infatti:

» F(0) =1,

» F(1)M =30 = (3)=6>5=F(2);
F FP =5 =(5)+(0) = 7= F(3).
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CONTINUAZIONE ESEMPIO: La dimostrazione di Macaulay &
costruttiva, e fornisce un anello graduato standard A con serie di
Hilbert 1+ 3t +5t2 + 7t in questo modo:

» My = {primi 3 monomi di grado 1 in ordine degrevlex} =
{x1,x2,x3}

» My = {primi 5 monomi di grado 2 in ordine degrevlex} =
{x2, x1x2, X3, x1X3, X2X3}

» M3 = {primi 7 monomi di grado 3 in ordine degrevlex} =
3, x2xa, x1x3, X3, X2x3,X1X0X3, Xax3}.

» M; =g perognii>4.

Siccome abbiamo utilizzato soltanto tre variabili, consideriamo il

K-spazio vettoriale di S = K[x1, x2, x3] generato da tutti i monomi
di grado positivo che non stanno negli M;:

1= () @ (g, x5, x3) ® (D Sk)
k>4
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CONTINUAZIONE ESEMPIQ: Lo spazio vettoriale
I=(3)® (x5, x4, x3)® (D Sk)
k>3

e un ideale di S, poiché IS c /. Notiamo che per dimostrare che
uno spazio vettoriale @y Vi € K[x1,...,Xn] & un ideale, basta
verificare che

xi- VsV Vi=1,...,n keN.

Il fatto che lo spazio vettoriale / cosi costruito viene un ideale &
proprio grazie alle condizioni di Macaulay |M 1| < |[M /(<) 11!

Dunque, A= S/l & una K-algebra graduata standard, e per
costruzione HS,(t) = 1 + 3t + 5t% + 713
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NON-ESEMPIO: Il teorema di Macaulay ci dice che
1+3t+5t2+8t°

non e una serie di Hilbert, poiché

F(2)? =5 = (4) + (3) =7<8=F(3).
3 2
Infatti, se provassimo a seguire il ragionamento di prima
costruendo i vari M;, avremmo:
» M = {primi 3 monomi di grado 1 in ordine degrevlex} =
{x1,%2,x3}
» My = {primi 5 monomi di grado 2 in ordine degrevlex} =
{xlz, X1X0, X22, X1X3, X2X3}
» M3 = {primi 8 monomi di grado 3 in ordine degrevlex} =
{xf, X12x27 X1x227 XS’, X12X3,X1X2X3, x22X3,x1x§}.
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CONTINUAZIONE NON-ESEMPIO: In questo caso, il K-spazio
vettoriale di S = K[x1, x2, x3] generato da tutti i monomi di grado
positivo che non stanno negli M; &:

1= {x3) @ (x5, X§>®(k€%5k)

Ma questo non & un ideale, perché xg el ma x1x32 no.
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Un'altra interpretazione di dimensione

A torna ad essere un anello qualsiasi (senza struttura graduata) e
I € A un ideale.

DEF.: 1. L'algebra di Rees di A rispetto a [/ &:

Ri(A) = @ I1*tk c Alt].
keN

2. Il graduato associato di A rispetto a /| &:

g/(A) _ @ /k/lk+1.

keN
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Sia I'algebra di Rees che il graduato associato sono anelli graduati.
Infatti, sono graduati standard.

Pero, sia Rj(A)o = A che G;(A)o = A/l in generale non sono campi.
DEF.: Se (A,m) ¢ locale, il graduato associato di A & G (A).

OSS.: 1l graduato associato di un anello Noetheriano locale & una
K-algebra Noetheriana graduata standard, dove K = A/m.

196 /393



TEOREMA: Se A & Noetheriano e | & un ideale non nullo, allora:
» dim(R;(A)) =dim(A) + 1,

» dim(G;(A)) = sup{ht(m) : m & un massimale che contiene /}.

COR.: (A,m) locale Noetheriano = dim(Gn(A)) = dim(A).
Dunque, dim(A) — 1 & il grado del polinomio di Hilbert di Gy (A).

Poiché dim(A) = sup{dim(Ay) : m massimale di A}, volendo
quindi si potrebbe definire la dimensione di un anello tramite il
polinomio di Hilbert.
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ESEMPIO 1: A= K[x?,xy]. Cosa & dim(A)?

Innanzitutto notiamo che A & graduata standard su K:
» A=@is0 A where Aj = (xyP:a+ b=1i,a>0,b>0).
» A= K[A1].

Consideriamo I'omomorfismo di K-algebre K|[xi,x2] 4, A che a xy
associa x% e a xp associa xy. Vogliamo dimostrare che Ker(¢) &
(0). Sia f € Ker(¢) omogeneo di grado d. Se ¢(f) = f(x2,xy) &
0, allora x?f(x,y) =0, che implica f = 0. Essendo Ker(¢) un
ideale omogeneo, dunque Ker(¢) = (0). Allora A~ K[x1,x2] e

dim(A) =dim(K[x1,x2]) = 2.
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ESEMPIO 2: A= K[x?,x/y]. Cosa & dim(A)?

Consideriamo |'omomorfismo di K-algebre K[x;,xs] %, A che

associa x? a x; € x/y a xp. Sia f = i) a,-,jx{xé e Ker(¢). Allora

o(F) = F(x*x[y) =Y ajj-x*"Ty7 =0.
(i)

PRI, TR Ry S T gy S o
Poiché x“'/y™ =x“"" y™J seesolosei=i"e =/ alloraa;;j=0
per ogni (i,j). Dunque f =0; allora Az K[x1,x2] e

dim(A) = dim(K[x1, x2]) = 2.
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ESEMPIO 3: A= K[y1y2,y2y3,¥3ya, y1ya]. Cosa & dim(A)?

Questa volta A non & isomorfa a un anello di polinomi, quindi il
solito trucco non funziona. Si osservi che

Frac(A) = K(y1y2, y2y3, y3y4)-
Se f =Yk ai’ka{xéxé‘ € K[x1,x2,x3] & tale che

i k
f(y1y2,y2y3,¥3ya) = Z ik Y1'y2 Jy§+ z{(— )

(ij;k)
allora a; j x = 0 per ogni (i,j, k), dunque f = 0. Quindi

dim(A) = Trdeg(Frac(A) : K) = 3.

200 /393



ESERCIZIO: Per v eZ", sia
Y =ty
esia A= K[y"l,...,y"m:v;eZ" Vi=1,...,m].

Dimostrare che, se M & la matrice r x m a coefficienti in Q con i v;
come colonne, allora

dim(A) =rk(M).
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ESEMPIO 4: Sia S = K[x1,...,x,], f=x? €S e A=S/(f).
Poiché S & un dominio, (0) & il suo unico primo minimale, dunque
ht((f)) > 1. Dunque

dim(A) +1 <dim(S) = n.

D’altra parte dim(S/(f)) >dim(S) - 1, dunque dim(A) =

Calcoliamo la funzione di Hilbert di A:

A KX2, <oy X @Xl X2,...,Xn],'_1.

Quindi HF (/) = ("+’ 2) + ("+' 3) che & un polinomio in i di grado

i-1
n—2 per ognii>-n+2.

202 /393



Sequenze regolari
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DEF.: Sia A un anello e M un A-modulo. Un elemento a € A si
dice M-regolare se, dato me M,

am=0=>m=0.

DEF.: Una sequenza a,...,a, € A si dice sequenza M-regolare (o
solo M-sequenza) se:

(i) aj e (M/(a1,...,ai-1)M)-regolare per ogni i =1,...,n;
(i) M/(a1,...,an)M = 0.

OSS.: Spesso (A, m) sara un anello locale Noetheriano, M # 0 un
A-modulo finitamente generato e a; e m per ogni i =1,...,n. In tal
caso la condizione (ii) della definizione di M-sequenza &
automaticamente soddisfatta dal lemma di Nakayama.
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OSS.: Per definizione, a1,...,a, € A & una sequenza M-regolare se
e solo se:

(i) Perognii=1,...,n, se aime(ay,...,a;-1)M per qualche
me M, allora me (a1,...,ai-1)M.

(i) M/(a1,...,an)M 0.

ESEMPI: 1. Sia A= K[xi,...,Xp] un anello di polinomi. Allora
X1,...,Xp € Una sequenza A-regolare:

(i) A/(x1y...,x;) 2 K[Xj+1,---,Xn] = B e xj;1 € B-regolare.
(i) A/(x1,...,xn) 2 K #0.

2. Sia A= K|[x,y,z]. La sequenza x>, xyz non & A-regolare:
x% - xyz € (x3)

ma x2 ¢ (x3).
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3. Sia A= K|[x,y,z,w]. La sequenza x3,yz, w® & A-regolare:

3

» Siccome A & un dominio, x> & ovviamente A-regolare;

» Se u & un monomio di A e yz-ue (x3), allora u e (x3).
Essendo (x3) monomiale, yz-f e (x3) = fe (x3) V feA;

» Se u & un monomio di A e wdue (x3,yz), allora ue (x3,yz).
Siccome (x3,yz) & monomiale, dunque, per ogni f € A si ha
wof e (x3,yz) = f e (x3,yz);

» A/(x3,yz,w®) 0.

4. Sia A= K|[x1,...,%,] un anello di polinomi e uy,...,u, dei

monomi di grado positivo di A. Generalizzando i ragionamenti
precedenti si deduce che le seguenti sono equivalenti:

» uU1,...,U, € una sequenza A-regolare;
> MCD(U,’, Uj) =1Vi#j.
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Le sequenze regolari scimmiottano il comportamento delle variabili
in un anello di polinomi nel senso seguente.

TEOREMA: Sia a;,...,a, € A & una sequenza A-regolare, e
I =(a1,...,an) € A. Allora, la mappa di A/l-algebre:

Alllx1,. . xn] = Gi(A) = @ I%/15+

keN
Xj a_,'EI//2

€ un isomorfismo.

ESERCIZIO: Per ogni A-modulo M (A anello qualunque), provare
che le seguenti sono equivalenti:

(i) a1,...,an € una sequenza M-regolare.

(i) afl, .. .,aﬂ” € una sequenza M-regolare per ogni vettore di

interi positivi (d1,...,d).
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OSS: Supponiamo che a, b € A sia una sequenza M-regolare.
Possiamo dire che b, a € A & una sequenza M-regolare??? Sia

K = Ker(M 2 M) e prendiamo m € K.

Abbiamo che bm =0 in M, quindi a maggior ragione bm =0 in
M/aM. Allora m =0 in M/aM, siccome b & M/aM-regolare.
Questo significa che m = am’ per qualche m’ € M.

Ma allora a(m’b) =0 in M, che siccome a & M-regolare implica
m'b=0. Dunque m’ € K, e abbiamo dimostrato che K = aK. Se
siamo in un ambiente dove si pud usare Nakayama (ad esempio A
locale Noetheriano e M finitamente generato) potremmo dedurre
che K =0, cioeé che b & M-regolare.
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Che a sia M/bM-regolare & vero per ogni A e per ogni M: se
am=0in M/bM, allora am = bm’ per qualche m" ¢ M. Dunque
bm’ =0 in M/aM, che poiche b & M/aM-reglolare implica

m’ = am’ per qualche m"” € M. Allora am = abm", che siccome a &
M-regolare implica m = bm". Cioe m =0 in M/bM.

Dunque se siamo in un ambiente in cui vale Nakayama possiamo
dedurre che b, a &€ una sequenza M-regolare.
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L'osservazione precedente permette di dimostrare che, sotto ipotesi
che garantiscano la validita del lemma di Nakayama, una
permutazione di una sequenza M-regolare & anch’essa una
sequenza M-regolare.

Piu avanti dimostreremo una caratterizzazione omologica delle
sequenze M-regolari che implichera la validita di questa proprieta
di permutazione e di altre proprieta sotto opportune ipotesi.

OSS.: In generale la proprieta di permutazione non vale: ad
esempio, prendiamo a3 = x(y—-1), ap=y eaz=z(y—-1) in
A=K[x,y,z]. E facile vedere che ai, az, a3 e A-regolare, poiché
(a1,a2) = (x,y) eaz =z € K[z] = A/(a1,a2), ma a1, as,a non lo
e, poiché xas € (a1) ma x ¢ (a1).
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Motivazione geometrica per gli elementi regolari

Se S =K|[xp,...,xn], | €S ideale omogeneo e ¢ forma lineare di S,
allora si ha

Z.(1+0)=Z.(1)nZ,(0).

Se A=S/I, si noti che S/(I + (¢)) = A/(¢). Quindi andare modulo
una forma lineare & analogo a prendere una sezione iperpiana di
una varieta: filosoficamente, se £ & A-regolare la relativa “sezione”
fornisce informazioni piu precise sull’anello A.
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Richiamo veloce del concetto di primi associati

DEF.: L'insieme dei primi associati di un A-modulo M é&:
Assp(M) ={peSpec(A) | 30+meM:p=0:4 m}
PROPOSIZIONE: Si consideri la famiglia di ideali di A
F={0:am|0+meMj}.

Allora ogni elemento massimale di F appartiene a Assa(M). In
particolare, se A & Noetheriano:

(i) Assa(M) + @.

(i) Un elemento a € A non & M-regolare se e solo se appartiene a:

p
peAssa(M)
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Dimostrazione: Sia [ =0:4 m € A un ideale massimale in F.
Dobbiamo dimostrare che I & primo, quindi prendiamo ae b in A
tali che abel ma b¢ /. Dunque abm=0e bm « 0.

Quindi a€ J=0:4 (bm) € F, e ovviamente / € J. Ma siccome | &
massimale fra gli elementi di F, [ =J, da cuiael el & primo.

(i). Se A & Noetheriano, F ha almeno un elemento massimale per
il lemma di Zorn.

(ii). Chiaramente se a€0:4 m per qualche m#0, a non &
M-regolare. D'altra parte, se a non &€ M-regolare, allora esiste

0+ me M tale che a€0:4 m. Ora basta prendere un elemento
massimale p di F (che per quanto detto & un associato di M) che
contenga 0:p m. O
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PROPOSIZIONE: Sia A un anello Noetheriano e M # 0 un modulo
finitamente generato. Allora esiste una catena di sottomoduli:

0O=MycMyc---cM,=M
tale che esiste p; € Spec(A) per cui M;/M;_1 = Alp;.

Dimostrazione: Sia p; =0:4 my € Assp(M). Definiamo M; come
I'immagine dell'immersione A/p; = M che manda a in am;. Poiché
My /Mo = My = A/p1, il primo passo & fatto!

Induttivamente, se M; # M scegliamo p;y1 =0: mj;1 un primo
associato di M/M,; e definiamo M;,1 o M; come il sollevamento ad

M dell'immagine dell'immersione A/p;;1 = M/M; che manda a in
amj,1. Chiaramente, si ha M, 1/M; 2 A/pi1.

La Noetherianita di M ci assicura che il procedimento terminera. O
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ESERCIZIO: Data una sequenza esatta di A-moduli

si ha che: Assp(M) ¢ Assa(K) U Assa(N).

PROPOSIZIONE: Sia A un anello Noetheriano e M un modulo
finitamente generato. Allora |Assa(M)| < +oo

Dimostrazione: Si consideri una catena di sottomoduli
O=MycM;c--cM,=M
tali che M;/M;_1 = A/p;. Osserviamo che:
Assa(Mi/Mi-1) = Assa(A/pi) = {pi}

e concludiamo per induzione su i usando |'esercizio precedente e le
sequenze esatte corte:

0 - M,'_l d M,' - M,’/M,'_l - O

O
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PROP.: Se A & Noetheriano e M finitamente generato, allora
Min(0:4 M) = {p € Assa(M) : 2 p' € Assa(M) :p" ¢ p}.

PROP.: Sia A un anello Noetheriano, / € A un idealee / =N, q;
una decomposizione primaria minimale di /. Allora

Ass(l) = Assa(A/l)={/ai | i=1,...,n}
Min(/) ={peAss(l) :  p e Ass(l):p ¢ p}.
ESEMPIO: In generale Assp(M) # Ass(0:4 M). Ad esempio si

prendano pi & p, ideali primi di A, e si ponga M = A/p; ® A/p>. Si
ha che ASSA(M) = {pl,pg}, ma0:qg M= p1 (e Ass(pl) = {pl})
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Caratterizzazione omologica delle sequenze regolari
LEMMA 1: Sia A un anello Noetheriano, / € A un ideale e M # 0
un A-modulo finitamente generato. Le seguenti sono equivalenti:

(i) I contiene un elemento M-regolare.
(i) Homa(A/l, M) =0,

Dimostrazione: (i) = (ii). Sia x € | un elemento M-regolare, e
¢ € Homa(A/I, M). Poiché x - (1) = ¢(X) =0, allora ¢(1) = 0.

(ii) = (i). Se I consiste di elementi non M-regolari, allora

I U »
peAssa(M)

Ma | Assa(M)] < +o0, percio il prime avoidance ci dice che esiste
p € Assa(M) tale che
I cyp.
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Ma p=0:4 mdove 0 #+ me M, dunque la seguente mappa di
A-moduli & nonzero:

A/pﬂl\/l
a ~ am

Possiamo concludere perché la composizione dell'omomorfismo
surgettivo A/l - A/p (dato dall'inclusione / € p) con 9 & un
elemento non nullo di Homa(A/l,M). O

0SS.: Nell'implicazione (i) = (ii) non abbiamo usato né la
Noetherianita di A né il fatto che M & finitamente generato.
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LEMMA 2: Sia A un anello, / € A un ideale, M un A-modulo e
ai,...,ap una sequenza M-regolare contenuta in /. Allora:

Homa(A/lI,M/(a1,...,an)M) 2 Exta(A/l, M)

Dimostrazione: Procediamo per induzione su n, essendo vero il
caso n=0. Supponiamo di avere

Homu(A/l,M/(a1,...,an-1)M) = Ext3 2 (A/l, M).
Siccome a, €/ & M/(a1,...,an-1)M-regolare il lemma 1 implica:
Exty (A/l,M) = 0.
Sia a = a1, e consideriamo la sequenza esatta corta:
0->M3 M- M/aM -0,

che induce la sequenza esatta lunga:

.. > Exti YA/ M) - ExtT A/, M/aM) — Exty(A/l, M) 5 Ext(A/l,M) > ...
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LEMMA 2: Sia A un anello, / € A un ideale, M un A-modulo e
ai,...,ap una sequenza M-regolare contenuta in /. Allora:

Homa(A/lI,M/(a1,...,an)M) 2 Exta(A/l, M)

Dimostrazione: Procediamo per induzione su n, essendo vero il
caso n=0. Supponiamo di avere

Homu(A/l,M/(a1,...,an-1)M) = Ext3 2 (A/l, M).

Siccome a, €/ & M/(a1,...,an-1)M-regolare il lemma 1 implica:

Exty (A/l,M) = 0.
Sia a = a1, e consideriamo la sequenza esatta corta:
0> M3 M- M/aM -0,
che induce la sequenza esatta lunga:

0 - ExtT 1 (A/I, M/aM) — Exth(A/l, M) 2 Ext}(A/l,M) > ...
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La mappa Ext}(A/l, M) = Ext/(A/l, M) & anche indotta dalla
moltiplicazione di a su A/l, che ovviamente & 0 perché a«c /.
Dunque abbiamo la sequenza esatta

0 - ExtTL(A/I, M/aM) - Ext(A/l, M) > Ext(A/l, M),
da cui deduciamo che
Ext% 1 (A/l,M/aM) = Ext}(A/l, M).

Siccome a,...,a, & una sequenza M/aM-regolare, un'ulteriore
utilizzo dell'ipotesi induttiva ci permette di concludere. O
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TEOREMA (Rees): Sia A un anello Noetheriano, / € A un ideale e
M un A-modulo finitamente generato tale che M = IM. Allora
tutte le sequenze M-regolari massimali e contenute in / hanno la
stessa lunghezza n:

n=min{i: Exty(A/l, M) % 0}.

Dimostrazione: Sia as,...,a, una M-sequenza regolare massimale
contenuta in /. Dal lemma 2 sappiamo che

() Extiy(A/l,M) =2 Homa(A/l,M/(a1,...,a)M) YV i=1,...,n

Percio dal lemma 1 deduciamo che Ext/,(A/I,M) =0 per i <n

(siccome aj.1 €/ & M/(a1,...,a;)M-regolare). Siccome ay,...,an
& massimale fra le sequenze M-regolari contenute in /, non esiste
alcun elemento M/(ay,...,a,)M-regolare appartenente ad /.

Ancora una volta grazie al lemma 1 ed a (*), deduciamo che
Exta(A/l,M) #0 (siccome M/(a1,...,an)M #0). O
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DEFINIZIONE: Dato A un anello Noetheriano, / € A un ideale e M
un A-modulo finitamente generato tale che M # IM, definiamo il
grado di [ su M come:

grado(/, M) = min{i : Ext’y(A/l, M) # 0}.

Integriamo la definizione ponendo grado(/, M) = +o0 se M = IM.
Questo & consistente con il teorema di Rees, poiché si pud vedere:

M=IM < Exti(A/l,M)=0V ieN.

Per il grado di I intenderemo grado(/, A), e lo denoteremo
semplicemente come:

grado(/) := min{i : Ext/;(A/l, A) # 0}.
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ESERCIZI: 1. Siano A= K[x,y], I = (x?,xy) € A. Si provi che

Exth(A/l,A) = Homa(A/l,Al(x?)) = (x)/(x?).

2. Sia A un anello Noetheriano, M un A-modulo finitamente
generato, | € A un ideale e a € /. Si provi che, per ogni neN,

a-Exth(A/l,M) = a-Ext3(M,A/l) = a- Tor(A/l, M) = 0.
3. Siano A un anello Noetheriano e M e N A-moduli finitamente

generati. Allora Ext} (M, N) e Tors (M, N) sono A-moduli
finitamente generati per ogni ne N.
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PROP.: Sia A un anello Noetheriano, / un ideale e
0O-K->-M->N->0

una sequenza esatta corta di A-moduli finitamente generati.
Allora:

(i) grado(/, M) > min{grado(/, K),grado(/, N)}.
(ii) grado(/, K) > min{grado(/, M), grado(/, N) + 1}.
(i) grado(/, N) > min{grado(/, K) — 1, grado(/, M)}.

Dimostrazione: Bisogna usare la sequenza esatta lunga indotta da
Homx (A/l,-), lo facciamo nel primo caso...
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Sia h = min{grado(/, K),grado(/,N)} e i < h. Allora
Exty(A/l,K) = Ext)y(A/l,N) = 0,
dunque dalla sequenza esatta lunga degli Ext
.. = Bxt!y(A/l,K) - Extiy(A/l, M) - Exti,(A/l,N) > ...
si deduce Exti; (A/I, M) =0 per ogni i < h, cioe grado(/, M) > h.

ESERCIZIO: dimostrare analogamente (ii) e (iii). O
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PROP.: Sia A un anello Noetheriano e M un A-modulo finitamente
generato. Se | e J sono ideali di A tali che Vi=1eM= IM, allora

grado(/, M) = grado(J, M).
Dimostrazione: J ¢ | = grado(J, M) < grado(/, M).

D’altra parte, abbiamo visto in un esercizio che, se a1,...,a, € una
sequenza M-regolare, allora lo & anche a{V, .. .,a,’y per ogni N € N.
Naturalmente se la prima stava in /, allora esiste un N per cui la
seconda sta in J, da cui

grado(/, M) < grado(J, M).

O
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PROP.: Sia A un anello Noetheriano e as,...,a, una sequenza
A-regolare. Allora ht((a1,...,a,)) = n. In particolare, se /| € A &
un ideale, allora grado(/) < ht(/).

Dimostrazione: Sia a; un elemento A-regolare non invertibile.
Allora a; ¢ p V p € Assa(A). Poiché Min(A) ¢ Assa(A), cid
implica che ht((a1)) > 1. Dall'Hauptidealsatz deduciamo che,
dunque, ht((a1)) = 1.

Per induzione, supponiamo che ht((as,...,a;)) = i per qualche
1=i<n,alloraaj;1¢p VvV peAssa((al,...,a;)). Dunque,

ht((al, RN a,-+1)) > ht((al, ey a;)) +1=7+1.

Dall'Hauptidealsatz ht((as,...,a;,a;+1)) =i+ 1, dunque per
induzione ht((a1,...,an)) = n. Per finire, se a1,...,a, € una
sequenza A-regolare massimale contenuta in /, allora

n=ht((a1,...,an)) = grado(/) <ht(/).

O
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DEF.: Dati un anello A e un A-modulo M, il supporto di M &:
Supp M = {p € Spec A: M, + 0}.

ES.: Si provi che pe SuppM =p20:4 M. Se M & finitamente

generato, vale anche il viceversa.

ES.: Se A & Noetheriano e M & finitamente generato, si provi che
per ogni ideale / € A si ha

V0 :a M/IM =+/1+0:4 M.

Quindi dim M/IM =dim A/(0:4 M/IM) =dim A/(I +0:4 M).
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Profondita

DEFINIZIONE: Sia (A,m) un anello locale Noetheriano e M un
A-modulo finitamente generato. La profondita di M ¢ il grado di m
su M cioe:

depth(M) == min{i : Ext, (K, M) 0}, dove K =A/m.

OSS: Se (A,m) & un anello locale Noetheriano, M un modulo
finitamente generato e ay, ..., a, sono elementi di m, allora
dim(M/(ay, ..., an)M) =dim(A/(0:a (M/(a1,...,a,)M)) =

A/ :a M) >dim(A/(0:4 M)) - n=dim(M) - n.

(a1,-.-,an)(A/(0:a M))

dim
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... D’altra parte, se a€ A e M-regolare, allora a ¢ Upeagss,(m) P-

Poiché Min(0:4 M) € Assa(M), dunque a ¢ Upentin(0:,M) P-

Ricordando che dim(M) = dim(A/0:4 M), questo implica che
dim(M/aM) = dim(M) - 1.

Per induzione, se a1, ..., a, € M-regolare:

dim(M/(a1,...,an)M) =dim(M) - n.

PROPOSIZIONE: Se A & un anello locale Noetheriano e M un
modulo finitamente generato, allora

depth(M) < dim(M).

Dimostrazione: Segue subito da quanto detto prima e dal fatto che
la dimensione di Krull non puo essere negativa. O
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ESEMPIO: Sia A= K[[x,y]]. I = (x) e J = (x?,xy). Notiamo che
x € | & A-regolare, quindi grado(/) > 1. D’altra parte ht(/) =1,
quindi grado(/) = 1. Poiché v/J = I,

grado(J) = grado(/) = 1.
Calcoliamo depth(A/l) e depth(A/J). Osserviamo che
A/l = K[[y]], dunque y e m = (x,y) & A/l-regolare. Quindi
depth(A/l) > 1, e poiché dim(A/l) =1,
depth(A/l) = 1.

D'altro canto, poiché J = (x) nm?, Assa(A/J) = {(x),m}. Quindi
non esiste alcun elemento A/J-regolare dentro m, cioé:

depth(A/J) = 0.
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TEOREMA (Ishebeck): Sia (A,m) un anello locale Noetheriano,
M # 0 un modulo finitamente generato, e | € A un ideale. Allora

grado(/, M) > depth(M) —dim A/.

Dimostrazione: Se dim A/l = 0 questo & chiaro perché in tal caso
l=me

grado(/, M) = grado(m, M) = depth(M).

Allora facciamo un'induzione su dim A/l = r. Eventualmente
sostituendo / con \/I, possiamo supporre che [ sia radicale.
Dunque Min(/) = Ass(/), quindi r >0 = m ¢ Ass(/). Per il prime
avoidance, allora, m ¢ Upeass, (/) P, quindi possiamo considerare

a em che sia A/l-regolare.
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Allora possiamo considerare la sequenza esatta corta

0 A/l > A/l > Al(l+(a)) -0,
che induce la sequenza esatta lunga

.= Bxth (A/(1 +(3)), M) > Exthy (A/l, M) 5 Ext), (A/l, M) — Exti (A/(1 + (a)), M) — . ..

che, siccome dimA/(/ +(a)) =r -1, per j < depth(M) - r diventa
(applicando I'ipotesi induttiva sulla dimensione di A//):

0 — Ext),(A/l, M) > Ext) (A/l, M) -0

Per cui Exti.‘(A//, M) = aExt{A(A/l, M), che per Nakayama
implica Ext/ (A/I,M) =0V j <depth(M)-r. O
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Teorema: Sia (A, m) un anello locale Noetheriano e M # 0 un
modulo finitamente generato. Allora:

dim A/p > depth(M) V p e Assa(M).

Dimostrazione: Siccome p non contiene elementi M-regolari,
grado(p, M) = 0. Allora il teorema di Ishebeck implica

0 > depth(M) —dim A/p.

O

DEF.: Sia (A,m) un anello locale Noetheriano e M # 0 un modulo
finitamente generato. M si dice Cohen-Macaulay se

depth(M) = dim M.
Corollario (Purezza di Macaulay): Se M & Cohen-Macaulay, allora
dimA/p=dimM V pe Assa(M).
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PROP.: Sia (A,m) un anello locale Noetheriano e M # 0 un
modulo finitamente generato. Se a1, ..., a, € una sequenza
M-regolare, allora M & Cohen-Macaulay se e solo se lo &
M/(a1,...,an)M.

Dimostrazione: Per definizione e poiché tutte le sequenze
M-regolari massimali in m hanno la stessa lunghezza,

depth(M/(a1,...,an)M) = depth(M) — n,
mentre abbiamo osservato precedentemente che:
dim(M/(a1,...,a,)M) =dim(M) — n.

O
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Anelli di Cohen-Macaulay
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DEF.: Un anello locale Noetheriano si dice Cohen-Macaulay se &
Cohen-Macaulay come A-modulo.

OSS.: Sia I € A un ideale di un anello locale Noetheriano, e
R = A/l. Allora le seguenti sono equivalenti:

(i) R & un anello di Cohen-Macaulay;
(i) R & un A-modulo Cohen-Macaulay.
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In generale, dato un ideale / in un qualunque anello A, si ha:
ht(/) +dim A/l < dim A.

TEOREMA: Se (A, m) & un anello di Cohen-Macaulay, allora per
ogni ideale / si ha:

(i) grado(/) = ht(/);
(i) ht(/) +dim A/l = dim A.
Dimostrazione: Sappiamo gia che:
grado(/) <ht(/) <dimA-dimA/I.
D’altra parte
depth A —dim A/l < grado(/)

grazie ad Ishebeck. O
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Abbiamo visto precedentemente che, se ai,...,a, € una sequenza
A-regolare, dove A & un anello Noetheriano, allora

ht(a1,...,an) =n.

Se I'anello A & Cohen-Macaulay, vale anche il viceversal!

TEOREMA: Se (A, m) & Cohen-Macaulay, le seguenti sono
equivalenti:

(i) a1,...,an € una sequenza A-regolare;
(ii) ht(a,...,an) =n;
(iii) a1,...,an si pud completare ad un sistema di parametri per A.
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Dimostrazione: (i) = (ii) I'abbiamo gia osservato. Se dimA =n
I'implicazione (ii) = (iii) & ovvia. Se dim A = ht(m) > n, allora
I'Hauptidealsatz ci assicura che

m ¢ Min((az,...,an)).

Dunque possiamo trovare a,.1 € m che non stia in nessuno dei
primi minimali di (a1,...,a,). Ma allora

ht((al, ...,dn, a,,+1)) =n+ 1,

e possiamo estendere ai,...,an, ans1 ad un sistema di parametri
per induzione su dimA - n.

Osserviamo che finora non abbiamo usato I'ipotesi che A &
Cohen-Macaulay, che sara cruciale nel provare (iii) = (i).
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Per provare (iii) = (i), naturalmente possiamo supporre che n>1
e che aj,...,a, sia gia un sistema di parametri per A. Se
p € Assa(A), allora per la purezza di Macaulay

dimA/p =dimA=n.

Dunque a;j ¢ p per ogni p € Assa(A) (altrimenti az, ..., 3, sarebbe
un sistema di parametri per A/p che ha dimensione n), che vale a
dire che a; & A-regolare. Quindi A/(a1) & Cohen-Macaulay, e le
classi di ap, ..., a, sono un sistema di parametri per A/(a1), cosi
concludiamo per induzione su n. O
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PROP.: Se (A,m) & Cohen-Macaulay, allora A, & un anello di
Cohen-Macaulay per ogni p € Spec(A).

Dimostrazione: Osserviamo che grado(p) < depth(A,).

Infatti, sia a € p un elemento A-regolare. Preso x/y € A, tale che
af/l-x[/y=0in Ay, allora 3 s € A\ p tale che asx =0 in A. Allora
sx =0 in A, che implica x/y =0 in A,. Quindi a/1 € pA, € un
elemento Ap-regolare. Per induzione, poiché

om (@)
(al,...,a,-)Ap_ (al,...,a,-) p,

se ai,...,ap € una sequenza A-regolare dentro p, allora
a1/1,...,a,/1 € una sequenza A,-regolare dentro pA,.

Ma allora abbiamo consluso, poiché grado(p) = ht(p) =dimA,. O
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La proposizione precedente permette di estendere in modo
consistente il concetto di Cohen-Macaulay all’'ambito non locale:

DEF.: Un anello Noetheriano A si dice Cohen-Macaulay se e solo
se Ay € un anello di Cohen-Macaulay per ogni p € Spec(A).

In ambito locale, abbiamo visto che se | = (a1,...,a,) & un ideale
di altezza n in un anello Cohen-Macaulay A, allora a1,...,a, &€ una
sequenza A-regolare. In particolare A/l & Cohen-Macaulay, dunque
dimA/p=dim A/l ¥V p e Assa(/).

Questa & una proprieta che caratterizza gli anelli Cohen-Macaulay!

TEOREMA: Per un anello Noetheriano A sono equivalenti:
(i) A e Cohen-Macaulay;

(i) se I & un ideale di altezza n generato da n elementi, allora
dim A/p = dim A/l per ogni p € Assa(/).
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Il caso graduato

Per un po' fissiamo A una K-algebra Noetheriana graduata
standard, con K un campo e

m:@A;

i>0
il massimale irrilevante (I'unico ideale massimale di A omogeneo!)

La situazione graduata & analoga (infatti spesso piu semplice) di
quella locale specialmente per il seguente:

Lemma (Nakayama versione graduata): Sia M un A-modulo
graduato finitamente generato. Se M = mM, allora M = 0.

Dimostrazione: Se M # 0, allora scegliamo un generatore non nullo
di M di grado minimo ip € Z. Allora M = @5, M;, mentre
mMc @i, M;. O
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DEFINIZIONE: Sia M un A-modulo graduato finitamente
generato. La profondita di M & il grado di m su M cioe:

depth(M) := min{i : Exty(K, M) # 0}, K =A/m.
ESERCIZIO (Ishebeck versione graduata): Ripercorrere la
dimostrazione del teorema di Ishebeck e dimostrare:

Dato M # 0 un A-modulo graduato finitamente generatoe / € A
un ideale omogeneo, si ha grado(/, M) > depth(M) —dim A/I.
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Teorema: Sia M # 0 un A-modulo graduato finitamente generato.
Allora:
dim A/p > depth(M) V p e Assa(M).

DEF.: Un A-modulo M # 0 graduato e finitamente generato si dice
Cohen-Macaulay se
depth(M) = dim M.

OSS.: Si puo vedere che questa definizione & coerente con quella
data precedentemente: ciog, un A-modulo graduato M &
Cohen-Macaulay se e solo se M, ¢ Cohen-Macaulay per ogni

p € Spec(A) such that M, # 0.

Corollario (Purezza di Macaulay, versione graduata): Se M &
Cohen-Macaulay, allora

dimA/p=dimM V pe Assp(M).
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0SS.: Sia S = K[x1,...,x,] 'anello di polinomi in n variabili sul
campo K. Allora S & Cohen-Macaulay, infatti:

(i) dimS = n;
(ii) depth(S) = n, poiché xi,...,x, & una sequenza S-regolare
contenuta in m = (x1,...,Xn).

ESEMPIO: Consideriamo I'ideale
I = (xy,xz) = (x)n (v, 2) € K[x,y,2] = S.

Allora Asss(/) = Min(/) = {(x), (v, 2)} e
dim S/1 = max{dim S/(x),dim S/(y,z)} = 2.

Perd dimS/(y,z) =dimK[x] =1<2=dim S//, quindi S/I non &
Cohen-Macaulay per la purezza di Macaulay.

248 /393



Qualche considerazione geometrica

Per un po' di slides assumeremo K = K:

PROP.: Sia I un ideale omogeneo in S = K[xi,...,xy] tale che S//
e Cohen-Macaulay. Allora, tutte le componenti irriducibili di
Z,(1) <P hanno la stessa dimensione, cioe dimS// —1.

Dimostrazione: Ogni componente irriducibile di Z, (/) & della

forma Z,(p) con p € Min(/). Siccome Min(/) € Asss(/), per la
purezza di Macaulay:

dimZ,(p) =dimS/p-1=dimS// - 1.

O
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OSSERVAZIONI UTILI ALLA COMPRENSIONE DELLA
PROVA DEL PROSSIMO TEOREMA

(i) Se I e J sono ideali di un anello A, allora;

I+J

con mappa Homa(A/l,A/J) > f+ f(1)€0:4/, %
(i) Se I e J sono ideali omogenei di un anello graduato A, allora
J:a | & omogeneo.
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TEOREMA (Hartshorne): Sia / un ideale omogeneo in S = K[xi,..., ]
tale che depth(S//) > 2. Allora, X = Z,(/) € P""! & connesso.

Dimostrazione: Per assurdo, supponiamo che esistano due chiusi di
Zariski X1 = Z,(h) e Xo = Z,(h) che disconnettano X. Allora:

() VE2VTeVh (X1 X2X);
(i) VEnh=vT (XpuX,=X);
(III) Vi+h=m (XlﬂXQIQ);

Possiamo supporre che ly n I, € /; altrimenti, grazie a (ii), esiste N € N
tale che IV n 1)V c I, e bastera rimpiazzare I; con IV,

L'idea & considerare la sequenza esatta:

0> S/(hnh)SS/heS/hsS/(h+h) -0

(i) a(f(modhnh))=(f(modh),—f(modh));
(i) B((g(modh),h(modh)))=(g+h)(modh +h).
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Il funtore Homs(—, A), dove A =S//, induce la sequenza esatta
lunga:

0 - Homs(S/(h + h),A) > Homs(S/h & S/h,A) -
Homs(S/(hnh),A) - Exts(S/(lh + h),A) - ...

Siccome /I + I = m, abbiamo che
grado(h + h, A) = grado(m, A) > 2,
per cui
Homs(S/(h +h),A) = Exts(S/(h + k),A) =0.
Ma allora otteniamo un isomorfismo di S-moduli:

HOmS(S//l ® S/IQ,A) = Homs(S/(ll N /2),A)
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Il funtore Homs(—, A), dove A =S//, induce la sequenza esatta
lunga:

0 - Homs(S/(h + h),A) > Homs(S/h & S/h,A) -
Homs(S/(hnh),A) - Exts(S/(lh + h),A) - ...

Siccome /I + I = m, abbiamo che
grado(h + h, A) = grado(m, A) > 2,
per cui
Homs(S/(h +h),A) = Exts(S/(h + k),A) = 0.
Ma allora otteniamo un isomorfismo di S-moduli:

HOms(S/Il,A) ® HOI’HS(S/IQ,A) = Homs(S/(ll N IQ),A)
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Osserviamo che, poiché Iy nl €, si ha:
Homg(S/(hnk),S/1)=S/I = A.

Dunque nella slide precedente abbiamo visto che c'é un
isomorfismo di S-moduli:

Homs(S/h,A) ® Homs(S/b, A) <> A

Facendo attenzione alle mappe coinvolte, si pud vedere che
I'isomorfismo precedente & cosi definito:

HOms(S//l,A) @Homs(S//g,A) ) (@1,4252) = ¢)1(1) - d)z(l) € A.
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Naturalmente, ¢1(1) deve appartenere a:

O:AE(—:Aa

che & un ideale omogeneo di A. Siccome /; # 0, abbiamo:

O:AEQ@A;.

i>0

Analogamente:
0:ahc@PA.
i>0
Allora
Im(a*) c0:ah + 0:ahS@PA gA,
i>0

quindi a* non & surgettivo, che & una contraddizione. O
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Una conseguenza interessante ¢ il seguente:

COROLLARIO: Sia0O<c<ne
X = ﬂ H; c P"
i=1

dove gli H; sono ipersuperfici Z,(f;). Se codimpn X = ¢, allora X &
connesso.

Dimostrazione: La condizione codimps X = c significa che
I = (f17"'7fc) cS= K[Xg,...,Xn]

ha altezza c. Siccome S & Cohen-Macaulay, allora fi,...,f. € una
sequenza S-regolare, dunque S// & Cohen-Macaulay di dimensione
n+1-c>2. Allora X = Z,(/) & connesso grazie al teorema di
Hartshorne. O
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Sorprendentemente, il corollario precedente si pud dimostrare senza
I'ipotesi sulla codimensione:

TEOREMA: Se ¢ < n, il luogo degli zeri di ¢ polinomi omogenei in
P" & connesso.

La dimostrazione del teorema di sopra € al di fuori della portata di
questo corso.E comunque interessante ricordare un risultato
collegato di Eisenbud ed Evans:

TEOREMA: Ogni chiuso di Zariski in P” puod essere espresso come
il luogo degli zeri di n polinomi omogenei.

Come ultima cosa su questi argomenti, enunciamo la seguente
congettura, ancora completamente aperta, di Hartshorne:

CONGETTURA: Ogni chiuso di Zariski connesso di P" puo essere
espresso come il luogo degli zeri di ¢ < n polinomi omogenei.
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Rimettiamo i piedi per terral
ESEMPI: 1. Esibiamo delle classi larghe di anelli Cohen-Macaulay:

(i) Ogni anello Artiniano A & ovviamente Cohen-Macaulay (perché
depth(Ap) = dim(A,) =0 per ogni p € Spec(A));

(i) Ogni dominio Noetheriano di dimensione 1 & Cohen-Macaulay
(perché Ay, & un dominio locale di dimensione 1 per ogni massimale
m (in particolare, ogni elemento non nullo di Ay, & Ay-regolare);

(i) se S=K[x1,...,%,] € | &€ un ideale generato da ht(/) elementi,
allora S/I & Cohen-Macaulay.
2. Consideriamo I'ideale
I=(xz,xw,yz,yw) = (x,y)n (z,w) € K[x,y,z,w].
Il luogo degli zeri Z, (/) c P* consiste nelle due rette sghembe:
{x=y=0}U{z=w=0},

che non & connesso. Allora depth(S/1) <2 =dim(S/!), per cui S/I non &
Cohen-Macaulay.
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3. Abbiamo gia visto tanti anelli Cohen-Macaulay che non sono
domini. Ora facciamo un esempio di un dominio che non &
Cohen-Macaulay: Consideriamo

A= K[s* s3t,st3, t*] c R = K[s* s3t,s°t2, st3, t*] < K[s, t].

Notiamo che sia A che R hanno dimensione di Krull 2 (ad esempio
perché s* e t* sono algebricamente indipendenti su K). Sia C il
conucleo dell'inclusione di A-moduli A < R:

0-A-R->C-0.
Osserviamo che C 2 (s?t?) = K, quindi depth(C) = dim(C) =0.
Per la proposizione sul comportamento del grado per sequenze
esatte corte

0 > min{depth(A) - 1,depth(R)},

che siccome depth(R) > 1, implica depth(A) =1 <2 =dimA.
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Se M & un A-modulo graduato e finitamente generato, di
dimensione d, ricordiamo che esiste un (unico) polinomio
hy € Z[t,t71] tale che hy(1) # 0 e vale:

h/w(t)
(1-1)

HSum(t) =

LEMMA: Se M & un A-modulo graduato e finitamente generato e
a€ A; € un elemento M-regolare, allora:

hm(t) = hpgam ().
Dimostrazione: Consideriamo la sequenza esatta:

0—>M3 M- M/aM - 0.
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In particolare ci sono sequenze esatte di K-spazi vettoriali:
0> Mi_y > M; > (M]aM); -0 V iecZ.
Dunque M; = M;_y & (M/aM); come K-spazi vettoriali, percio:

HF o (i) = HEw (i) — HE (i - 1).

Ma allora:

HSuyam(t) = Y (HFm (i) -HFy(i-1))t" = HSp(t)-t-HSm(t) = (1-t)-HSm(t).

i€Z
dimM =d = dimM/aM = d - 1 perché a & M-regolare, per cui:

_hu(t)
(1 t)d 1

hmjam(t)

(1- t)d T =HSpyam(t) = (1-t) -HSm(t) =

O
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OSS: Si pud dimostrare che, se il campo K & infinito e M & un
A-modulo graduato e finitamente generato di profondita k, allora

si puo trovare una sequenza M-regolare di lunghezza k dentro A;.

COROLLARIO: Se M & un A-modulo Cohen-Macaulay, allora i
coefficienti dell’ h-polinomio hy; sono positivi.

Dimostrazione: Volendo ci si puo ridurre a considerare K infinito,
ma per semplicita assumiamolo in partenza. Allora, se dim M = n,
possiamo trovare una sequenza M-regolare a1, ..., a, di forme
lineari (elementi di A;). Per il lemma precedente,

hv = hyyca,....amm

dimM/(a1,...,an)M =0= hy(ay,...aym = BSmy(ar,..a) M5
dunque i coefficienti di hpy (4. 2, M, €ssendo dimensioni di
K-spazi vettoriali, sono positivi. O
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ESEMPIO: Si puo vedere con qualsiasi programma d algebra
(Macaulay2, Singular, Cocoa) che I'ideale:

I = (X1X47 X1X6, X1X7, X2X3, X2X7, X2Xg, X3X5, X3X6, X4X5, X4X8, X6Xg, X5X7)
di S = K[x1,...,xs] ha serie di Hilbert:

1+5t+3t2-¢3
(1-t)3

HSg/(t) =

quindi S/I non & Cohen-Macaulay.
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ESEMPIO: Sia S = K[x,y], I = (x?,xy) e A= S/I. Si noti che:

> AO:K’

» A= (x,y);
> Ak=(yk) Y k> 2.

Dunque

HSa(t)=1+2t+ > th=1+2t+¢> ) tF=

k>2 k>0
2 2
t l+t-t
1+2t+ =
1-t 1-t

Dunque A non & Cohen-Macaulay (gia lo sapevamo perché
(x,y) € Asss(A)).
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Il complesso di Koszul
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Dato un A-modulo M, la sua algebra tensoriale & I'anello graduato
(non commutativo):

T(M)=@Mm®,
i>0
dove M€’ significa M tensorizzato con se stesso / volte.
DEF.: L' algebra esterna di un A-modulo M e&:
AM:=T(M)/J,

dove J & I'ideale destro e sinistro generato da {m® m: me M}. La
classe di un elemento m; ® - ® m; € T(M) viene denotata con
my A - A mj

OSS.: Siccome 0= (my + mp) A(my + mp) = my Ami+ my A mp+
My Ami+myAmy=myAmy+myAmy, si ha che:

mi Amp =—mp A mi.
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Quando F 2 A" & un A-modulo libero, allora I'algebra esterna A F,
come A-modulo, & isomorfa a:

essendo AX F := (A F), I' A-modulo libero che ha come base:
ep N neg 1 <ip < <<,
dove {e1,...,e,} una base di F.

La struttura moltiplicativa di A F & data semplicemente da:

_ ) ) ) _Jo se {it, - yik} 0 {iks1s - iken}t # D,
(i A ne ) Aei g Ao ney )= (-1)%¢; A altrimenti

- N o (htk)

dove o € |'unica permutazione di k + h elementi tale che
ia(l) < ia(2) <...< ia(h+k)'
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DG-algebre

DEF: Un’ algebra graduata C = @;5q C; si dice grado-commutativa
se, per ogni u€ Cj e v e Cj, si ha che:

(1) ww=(-D%u e (2)u*=0 sei e dispari

OSS.: La condizione (2) & implicata da (1) se 2 non & uno
zero-divisore in C.

ESEMPI: Le seguenti sono algebre grado-commutative:
(i) C=AM, dove M & un A-modulo;

(i) C=@js C;, dove Gy = A & un anello commutativo, e
C;=0 V i>0. In tal caso, diciamo che C & concentrata in
grado 0.
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DEF: Un" algebra grado-commutativa C & una DG-algebra se esiste
un omorfismo di gruppi abeliani 9: C — C tale che:

(i) 8(C,) cC_1 VieN;
(i) 62 =0;
(i) d(uv) = d(u)v + (1) ud(v) Y ueC;.

OSS: si noti che 9 & un omomorfismo di Cp-moduli.

DEF: Chiamiamo gli elementi dei Co-moduli Z(C) =Ker(9) c C e
B(C) =Im(0) c C, rispettivamente, cicli e bordi. Il gruppo
quoziente H(C) =Z(C)/B(C) & I'omologia di C.

OSS: Grazie alla proprieta (iii) Z(C) & un’ algebra grado-commutativa e

B(C) & un ideale (sia destro che sinistro) omogeneo di Z(C). Dunque,
H(C) eredita da C la struttura di algebra grado-commutativa.
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ESEMPIO: Un" algebra grado-commutativa C concentrata in grado
0 & una DG-algebra (0 =0).

DEF.: Sia A un anello commutativo e ay, ..., a, elementi di A. |l
complesso di Koszul associato a a1, ..., a, € la DG-algebra:

K(ala-“-,an;A):/\An, dove G(e,-):a,-
(qui {e1,...,en} € una base di A" come A-modulo).

OSS.: Basta specificare soltanto come agisce 0 su
K(ai1,...,an; A)1 perché K(a1,...,an; A) & generata come
A-algebra in grado 1 e dunque la terza proprieta delle DG-algebre e
il fatto che O sia una mappa di gruppi abeliani ci dice come agisce
0 sugli elementi di grado piu alto.
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0SS.: Verifichiamo che 9% = 0 & soddisfatta. Siccome 9 & un
omomorfismo di A-moduli, basta verificare che
O®(ex, A--nep,)=0perognis=1,...,nel<k <...<ks<n.

Ses=1,0%ex)eK(ar,...,an;A)-1=0. Se s> 1,

82(ek1 A Aeg) =0(ak e, AN ek — e ANO(e, A Aey,)) =
O(ak ey N New)—0(eg NO(ejy Ao Ney,)) =

A, O(epy N Ae,) —a0(epy N Ae,) + e, A 82(ek2 A Aeg) =

A, 0(ery, A Nek,) —a0(ey A= neg)+0=0
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OSS: Vediamo che, se
u=eg N-neg € K(ar,...,an A)s,

allora

S .
a(u) = Z(_l)“rlak,‘ekl A eee /\ék\l/\ e A eks.
i=1

La formula & sicuramente vera per s = 1, quindi procediamo per
induzione supponendo di averla dimostrata per s — 1.

Chiamando v = e, A= A e, € K(a1,...,an; A)s-1, abbiamo che:
O(u) =0(ex, Av) =0(ex, )v—ex, AO(v) =

s .
a v —ei A(DS(-1) ager, A AEG A Aey) =
i=2
S .
S(=1) " ag e A AT A A ey
i-1
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DEF.: Sia A un anello commutativo, ai,...,a, elementidi Ae M
un A-modulo. Il complesso di Koszul associato a ai,...,a, a
coefficienti in M & definito come:

K(ai,...,an M) =K(a1,...,an A) ®a M.

0OSS.: Poiché, come A-modulo, vale la decomposizione
K(ai,...,anA) =@, K(a1,...,an A)j, abbiamo:

K(al,...,a,,;M) = EB(K(al,...,a,,;A);@A /\/l)
i=0

Con Z(ay,...,an; M), B(ay,...,an; M) e H(ay,...,a, M) denotiamo,

rispettivamente, Ker(0® 1), Im(0®1y) e M.
B(ai,...,am M)
L' A-modulo H(a1,...,an; M) si chiama I" omologia di Koszul

associata a ai, ..., a, a coefficienti in M.
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OSS.: Gli oggetti che abbiamo introdotto non sono soltanto
A-moduli:

(i) K(a1,...,amA), Z(a1,...,an; A) e H(a1,...,an; A) sono
algebre grado-commutative;

(i) K(a1,...,an; M) & un K(a1,...,an A)-modulo graduato;

(i) Z(a1,...,an; M) € uno Z(ai,...,an; A)-modulo graduato.

(iv) H(a1,...,an; M) & un H(ai,...,an A)-modulo graduato.
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OSS: Il complesso di Koszul K(ay,...,a, M) si chiama cosi
perche, se ci dimentichiamo della sua struttura di

K(ai,...,an; A)-modulo, esso & un complesso di A-moduli K,
dove, V i=0,...,n:

(i) Ki=K(ar,...,am M);= (N A") @4 M= M();

(i) O;: Ki — Kj_1 & la restrizione di 0® 1y a K(a1,...,an M);.

Quindi I'omologia di Koszul & I'omologia del complesso K,, ragion
per cui d'ora in poi useremo la notazione:

La struttura dell’omologia di Koszul a coefficienti in M come
K(ai,...,an; A)-modulo & pero utile e non va dimenticata.

275 /393



ESEMPI: Sia M un A-modulo:

(i) Se a€ A, il complesso di A-moduli K(a; M) & semplicemente:

M3 M.

(ii) Se a1, a2, a3 € A, il complesso di A-moduli K (a1, az,as; M) ¢&:

M 0391y M3 0h®1y M3 0191y M

dove:
> (81®1M)((m1,m2,m3)):31m1+agm2+a3m3.
> (92 ®1p)((m12, mi3, mp3)) = (—aamyp — agmi3, a1mip — a3mp3, a1mi3 + a2mp3).

> (03 ® 1p)(m123) = (a3mi23, —a2mio3, a1mi23).

276

393



LEMMA: Se I = (a1,...,a,) €A e M un A-modulo, allora:
Ho(a1,...,am;M)=2 M/IM e Hp(a1,...,an; M) =0:p 1.

Dimostrazione: Essendo — ® 4 M esatto a destra, abbiamo:
Coker(01 ® 1) = Coker(01) ®a M =A/l @4 M = M/IM.

Il secondo isomorfismo sussiste perché H,(a1,...,an M) & il

On®1y
nucleo della mappa M —%

M" che manda me M in:
((-1)"ta,m, (-1)"a,.im, ..., aam)eM" 0O

PROP.: Sia I = (a1,...,a,) €A e M un A-modulo. Allora
I-Hi(ai,...,an;M)=0 VY i=0,...,n.

Dimostrazione: H(ai,...,an; M) & un H(ay,...,a,; A)-modulo
graduato. In particolare, dunque, H;(a1,...,a,; M) ha una
struttura di modulo su Hy(a1,...,an; A) = A/l compatibile con

quella di A-modulo. O
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Dato un elemento a€ A e un A-modulo M, per definizione a &
M-regolare se e solo se H;(a; M) =0 V i>0.

La relazione fra sequenze regolari e annullamenti di omologie di
Koszul, come ci apprestiamo a vedere, vale pil in generale. A tale
scopo, pero, avremo bisogno di innescare un qualche ragionamento
induttivo sull’'omologia di Koszul: non essendo I'omologia di
Koszul un funtore derivato, non abbiamo la solita sequenza esatta
lunga, dunque bisogna introdurre un nuovo strumento....
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Prodotto tensore di complessi

DEF.: Dati due complessi di A-moduli M, e N,, il loro prodotto
tensore & il complesso di A-moduli (M ® N), definito come:

(M®N)k: @ M,‘®ANj
itj=k

e differenziale dato da:
d,f/’@’N(m ®n)= d,-M(m) ®n+ (—1)"m ® djN(n) V. meM; neNj.

ESERCIZI: 1) Verificare che d}/®N o dM®N =0 V k e Z.

2) Sfruttando I'isomorfismo A®a A = A, verificare che, se
ai,...,an €A, c'@un isomorfismo di complessi di A-moduli:

K(a1,...,anm A) 2 K(a1; A) @ K(a2; A) ® - ®@ K(an; A)

279 /393



PROP.: C'e un isomorfismo di complessi di A-moduli:

(MeN)ez(Ne M),

Dimostrazione: Basta considerare gli isomorfismi di A-moduli:

f
» se p+q e dispari, M, ®4 Ng 24 Ng ®a M, dove
fo.q(m®n)=n®m.

8p,q

» se p+q e pari, My ®a Ng — Ng®4 M, dove
gpq(m®n)=(-1)Pne m.
Allora gli isomorfismi di A-moduli:

vqek o, o
(M®N)kM>(N®/\/I)k se k & dispari
(M@ N 22489 (N @ MY, se k & pari

danno l'isomorfismo di complessi desiderato. O
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LEMMA: Sia a€ A e C, un complesso di A-moduli. Allora c’¢ una
sequenza esatta corta di complessi:

0-C — (C®K(a;A))e—~ C. -0,
dove C! & C, sfasato di 1, cioe: C} = Cpo1 e dS = df,. La
sequenza esatta lunga indotta ha la forma:

s Hp(C) = Hp(C® K(ai A))a) » Hpor (C) 22

Hp-1(Co) = -

Dimostrazione: Essendo K (a;A) il complesso A > A,
(CoK(a;A)p=CdCp1 ¥V pelZ, e

d N ((x,)) = (d5 () + (1) M ay, (),

E immediato verificare che le sequenze esatte corte

L ™
0—-Cp— C,® Cp1 — Cpo1 — 0 danno luogo alla sequenza esatta
corta di complessi desiderata (|'unica cosa da controllare & che

effettivamente si formino morfismi di complessi).
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Ovviamente H,_1(C.) = Hp(C,), quindi la mappa
Hp-1(C) = Hp-1(G)
e il connettivo proveniente dalla sequenza esatta corta
0->C - (C®K(a;A))e > C, -0,
che & definito tramite la sequenza di passaggi:
Hp(C) 3y (0.y) e (1) = (0+ (-1)PHay,0) = T ((-1)PMay,0)) = (-1)"ay € Hp1 (Go)

O

OSS.: Poiché, per a1,...,a,€ Ae M & un A-modulo:
K(at,...,an-1; M) ® K(an; A) = K(a1,...,ap-1;A) ®a M ® K(an; A)

*K(at,...,an-1;A) ® K(ap; A) @a M 2 K(a1,...,an M)
il precedente lemma fornisce la sequenza esatta:

= Hp(ai,...,an-1; M) - Hp(a1,...,an; M) —

(-1)Pa,
Hp-1(a1,-..,an-1; M)

Hp_l(al,. ..,dp-1, M) —> e
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TEOREMA: Se ay,...,a, € A & una sequenza M-regolare (per
qualche A-modulo M), allora H;(a1,...,an; M) =0 per ogni i > 0.

Il viceversa vale se (a) (A,m) & locale e Noetheriano, M &
finitamente generato e a1, ...,a, cm, o (b) A & graduato
standard, M & graduato e finitamente generato e as, ..., a, sono
omogenei di grado positivo, nella seguente forma piu forte:

Hi(a1,...,an; M) =0= a1,...,a, & M-regolare.

Dimostrazione: Procediamo per induzione su n, avendo gia
osservato n=1. Se / > 2, otteniamo dal lemma precedente:

H,-(al,. ..ydn-1, /\/I) - H,-(al,. ..ydn; M) g H;_l(al,...,a,,_l; M)

¢ esatta
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TEOREMA: Se ai,...,a, € A & una sequenza M-regolare (per

qualche A-modulo M), allora H;(ai,...,an; M) =0 per ogni i > 0.

Il viceversa vale se (a) (A,m) & locale e Noetheriano, M &
finitamente generato e a1,...,a, €m, o (b) A & graduato
standard, M & graduato e finitamente generato e as,...,a, sono
omogenei di grado positivo, nella seguente forma piu forte:

Hi(a1,...,an; M) =0= a1,...,a, & M-regolare.

Dimostrazione: Procediamo per induzione su n, avendo gia
osservato n=1. Se i/ > 2, otteniamo dal lemma precedente:

0—>H,-(al,...,a,,;l\/l)—>0

& esatta, dunque H;(a1,...,a,; M) =0. Se i =1, sempre dal
lemma:

00— H]_(al,. ..,dn, M) d Ho(al, ...y dp-1, M) -a_,,) Ho(al,. ..,dp-1, M)

¢ esatta.
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TEOREMA: Se ai,...,a, € A & una sequenza M-regolare (per

qualche A-modulo M), allora H;(ai,...,an; M) =0 per ogni i > 0.

I viceversa vale se (a) (A,m) & locale e Noetheriano, M &
finitamente generato e a1, ...,a, €m, o (b) A & graduato
standard, M & graduato e finitamente generato e a;,...,a, sono
omogenei di grado positivo, nella seguente forma piu forte:

Hi(ai,...,an; M) =0= ay,...,a, € M-regolare.

Dimostrazione: Procediamo per induzione su n, avendo gia
osservato n=1. Se i > 2, otteniamo dal lemma precedente:

0—>H,-(al,...,a,,;M)—>0

e esatta, dunque H;(a1,...,a,; M) =0. Se i =1, sempre dal
lemma:

0— Hi(ar,...,am M) — M/(ay,...,ap1)M 2 M/(a1,...,a01)M

& esatta. Siccome a, & M/(a1,...,an-1)M-regolare, I'ultima
mappa € iniettiva; il che implica che Hy(a1,...,a, M) =0.
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Per dimostrare la seconda parte dell’enunciato, se siamo nella
situazione (a) o (b) e M #0, allora M/(a1,...,an)M # 0. Siccome
per ipotesi Hi(ai1,...,an; M) =0, dal lemma precedente abbiamo
che:

Hi(a1,...,a0-1; M) ﬂ) Hi(a1,...,ap-1; M) > Hi(a1,...,am M)

€ esatta.
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Per dimostrare la seconda parte dell’enunciato, se siamo nella
situazione (a) o (b) e M #0, allora M/(a1,...,an)M % 0. Siccome
per ipotesi Hi(a1,...,an; M) =0, dal lemma precedente abbiamo
che:

Hl(al, ...,dp-1, M) ﬂ) Hl(al, «..y,dp-1, M) -0
& esatta. Poiché M é finitamente generato, anche I’ A-modulo
N = Hi(a1,...,an-1; M) lo &. Nel caso (b), N & pure graduato. In
particolare possiamo usare Nakayama sia nel caso (a) che nel caso
(b), quindi, siccome a,N = N, otteniamo che NV = 0. Per induzione
su n, quindi, aj,...,anp-1 € una sequenza M-regolare.

Infine, usando ancora il lemma, la seguente
an
Hl(al, ..., dm M) g Ho(al, «..,dp-1, M) —> Hg(al, ...,dp-1, M)

€ esatta
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Per dimostrare la seconda parte dell’enunciato, se siamo nella
situazione (a) o (b) e M #0, allora M/(a1,...,an)M # 0. Siccome
per ipotesi Hi(a1,...,an; M) =0, dal lemma precedente abbiamo
che:

Hl(al, c..ydp-1, M) ﬂ Hl(al, «..ydp-1, M) -0
e esatta. Poiché M & finitamente generato, anche I' A-modulo
N = Hi(a1,...,ap-1; M) lo &. Nel caso (b), N & pure graduato.
In particolare possiamo usare Nakayama sia nel caso (a) che nel
caso (b), quindi, siccome a,N = N, otteniamo che N = 0. Per
induzione su n, quindi, a1,...,a,-1 € una sequenza M-regolare.

Infine, usando ancora il lemma, la seguente
.an
00— I\/I/(al, ceey a,,_l)l\/l —> I\/I/(al, ey a,,_l)M,

& esatta, da cui si ha che a, € M/(a1,...,an_1)M-regolare. O
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Corollario: Siano ai,...,a, elementi di Ae M un A-modulo. Se
siamo in una delle seguenti situazioni:

(a) (A,m) & locale e Noetheriano, M & finitamente generato e
ai,...,ap cm,

(b) A & graduato standard, M & graduato e finitamente generato
e ai,...,a, sono omogenei di grado positivo:

allora sono equivalenti:
(i) a1,...,an € una sequenza M-regolare;
(i) ag(1),---»as(n) € una sequenza M-regolare per ogni
permutazione o di n elementi.

Dimostrazione: Grazie al teorema precedente basta dimostrare che:

Hl(al, ce.ydn; M) =0 Hl(ag(l),...,aa(,,); M) =0.
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Questo & vero perché, piu in generale, K(a1,...,an; M) e
K(as(1)s- - -»30(n); M) sono isomorfi come complessi. Per
dimostrare questo basta trovare un isomorfismo di complessi

K(al,...,a,,;A) = K(aa(l),...,ag(,,);A).
Questo segue dal fatto che:

K(ap;A)® K(a2; A) ® - ® K(ap; A) =
K(ag(1); A) ® K(ag(2); A) ® -+ ® K(as(n); A)

O

OSS.: Se non siamo in ambito locale o graduato, come gia
osservato precedentemente, il corollario precedente non vale
(avevamo considerato a3 = x(y - 1), aa=y eaz=z(y-1) in

A= K|[x,y,z]: veniva che a1, ap, a3 & A-regolare, ma aj, az, a» non
lo &).
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Corollario: Sia ai,...,a, una successione A-regolare. Allora I
A-modulo M = A/(ai,...,an) ha una risoluzione libera:

n
i

0—>A—>A"—>...—>A()—>...—>A"—>A—>/\/I—>O
Dimostrazione: Segue subito dal fatto che:
K(a1,...,an A) = Ho(a1,...,an;A) =0

e esatto con K(a1,...,an A); 2 A e Ho(a1,...,an; A) & isomorfo
a Al(a,...,an). O

OSS.: In particolare, se S = K[x1,...,x,] € un anello di polinomi
su un campo K, I" S-modulo K = S/(x1,...,xp) ha risoluzione
proiettiva finita. Il prossimo argomento che affronteremo avra
come conseguenza il fatto che gli anelli di polinomi sono le uniche
K-algebre graduate standard A tali che K ha risoluzione proiettiva
finita come A-modulo.
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Anelli regolari
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Sia (A,m) un anello locale Noetheriano. Se | & un ideale di A,
grazie a Nakayama, qualunque insieme minimale di generatori di /
ha la stessa cardinalita

p(l) =dim g (1/ml).

Siccome ht(m) = dim A, I'Hauptidealsatz di Krull implica che
dim A < p(m). Quindi abbiamo:

depth(A) <dim A < p(m).

Abbiamo gia studiato gli anelli A per cui il primo “<” e un “=",

cioé gli anelli di Cohen-Macaulay.

DEF.: Un anello locale Noetheriano (A, m) si dice regolare se
dim A = p(m).
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ESEMPI: 1. Un campo K e regolare come anello. Infatti la
dimensione di Krull di K & 0 (poiché il suo unico ideale proprio &

(0)). Inoltre 1((0)) = 0.

2. Si consideri I'anello A = K[x]/(x?). Poiché, per ogni ae K*,
(x+a)(1/a?x—1/a) =1, A & locale con unico ideale massimale
(x). Siccome dim(A) =0<1=u((x)), A non & regolare.

3. L'anello delle serie formali A= K[[x1,...,xn]] & regolare: infatti
dim(A)=ne pu((x1,...,xn)) = n.
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DEF.: Se (A,m) & un anello regolare n-dimensionale e
m=(a1,...,ay), allora il sistema di parametri a1, ..., a, si dice un
sistema regolare di parametri per A.

OSS.: Un sistema regolare di parametri & un sistema di parametri.

LEMMA: Siano ai, ..., a; elementi di un anello regolare (A, m) di
dimensione n. Sono equivalenti:

(i) a1,...,a; & parte di un sistema regolare di parametri;

(ii) Le classi di aj,...,a; in m/m? sono linearmente indipendenti

su A/m.

(iii) A/(a1,...,a;) € un anello regolare di dimensione n - i.
Dimostrazione: (i) = (ii). Siano ai,...,aj, aj41,-..,ap un sistema
di generatori di m. Poiché le classi di a1, ..., a, generano m/m2

come A/m-spazio vettoriale e dimA/m(m/mz) = p(m) = n, le classi
di a,...,a; in m/m?2 sono linearmente indipendenti su A/m.
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(i) = (iii). Siccome un sistema regolare di parametri & un

particolare sistema di parametri, sappiamo che A/(as,...,a;) ha
dimensione n—i. Se a1,...,a;,aj41,...,an € un sistema di
generatori di m, inoltre, le classi di aj;1,...,a, generano |'ideale

massimale di A/(ai,...,a;), il quale dunque & un anello regolare.

(iii) = (i). Prendendo dei rappresentanti aj,1,...,a, € A di un
sistema regolare di parametri per A/(as1,...,a;), oviamente
m= (al,...,a,-,a,-+1,...,a,,).

(i) = (i). Siccome dim/y,(m/m?) = n, scegliamo aj,1,...,a, € A
in modo che le classi di a1,...,a;,a3;:1,...,a, formino una base di
m/m2. Allora m = (ay,...,a;,3i41,--.,an). O
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Prime avoidance (generale): Siano J, i, ..., In, ideali di un
qualunque anello A tali che:

Se [I; & primo per ogni i > 3, allora esiste j € {1,..., m} tale che

Jel.

Dimostrazione: Se m =2, per assurdo sianoae€ JNh e be J\ .

Allora aely, bebhea+beljul. Cio e assurdo.

Se m > 2, supponiamo per assurdo che J ¢ Ui [; Vi=1,...,m.
Allora scegliamo a; € J \ Uj+; I; per ogni i. Quindi

m
arayam-1+ameJcJl,
i1

e cio € assurdo. O
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TEOREMA: Ogni anello regolare (A,m) & un dominio.

Dimostrazione: Ragioniamo per induzione su dim A =n = pu(m). Se
n =0, allora m = (0), quindi A & un campo.

Se n>1, siano p1,...,pm i primi minimali di A. Poiché m ¢ p; per
ogni i e m ¢ m?, grazie al prime avoidance possiamo scegliere

aem~ (UM p;) um?).

Allora A/(a) & un anello locale regolare di dimensione n— 1, poiché
la classe di a in m/m? non & 0. Quindi per induzione A/(a) & un
dominio, cioé (a) € Spec(A). Sia i€ {1,...,m} tale che p; € (a).
Per ogni x € p;, allora esiste y € A tale che x = ya. Ma siccome
a¢p;, allora y € p;, quindi p; = ap;. Il lemma di Nakayama implica
che p; = (0), quindi A & un dominio. O
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TEOREMA: Un sistema regolare di parametri di A & una sequenza
A-regolare. In particolare, ogni anello regolare &€ Cohen-Macaulay.

Dimostrazione: Mettendo insieme quanto detto finora, se
ai,...,an € un sistema regolare di parametri, allora

(a1) ¢ (a1,a2) ... ¢ (a1,a2,..-,an)

¢ una catena di ideali primi. Dalla definizione, allora ay,...,a, &
una successione A-regolare. O

OSS.: Quindi, nella serie di diseguaglianze
depth(A) <dim A < pu(m),

I'uguaglianza dim A = u(m) forza, a priori inaspettatamente, ad
avere anche |'uguaglianza depth(A) = dim A. |l viceversa
naturalmente & falso, ad esempio abbiamo visto diversi anelli di
Cohen-Macaulay che non sono domini.
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DEF.: Sia A un anello, M un A-modulo e P, una risoluzione
proiettiva di M. La lunghezza di P, & definita come:

inf{lheN: P, =0V k> h}.

La dimensione proiettiva di M si definisce come:

projdim 4 (M) = min{lunghezza di una risoluzione proiettiva di M}.

Ricordiamo che in generale gli A-moduli liberi sono particolari
A-moduli proiettivi, ma se A & locale le due nozioni coincidono.
Per questo motivo parleremo spesso di risoluzioni libere.

Corollario: Sia (A,m) un anello regolare. Allora
projdim(A/m) < dim A.
Dimostrazione: Sia n=dimA e m= (a,...,a,). Siccome a,...,a, &

una successione A-regolare, quindi il complesso di Koszul
K(a1,...,an; A) & una risoluzione libera di A/m di lunghezza n. O
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Risoluzioni libere minimali

Fissiamo per un po’ un anello locale Noetheriano (A, m) locale, e
denotiamo con K il campo residuo A/m (che ha una struttura di
A-modulo).

DEF.: Una risoluzione libera di un A-modulo M finitamente generato
di—y

d; d €
s FF S F - S > M-0

si dice minimale se Im(d;) cmF;,_; V i>1.

ESEMPIO: Se ay, ..., a, & una successione A-regolare, allora
K(ai,...,an; A) & una risoluzione libera minimale di A/(a1,...,an),
poiché le matrici associate alle mappe di K(a1,...,a,; A) hanno entrate
in (a,...,a,) €m.
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ESEMPIO: Se a, b, c € A, il complesso di Koszul K(a, b, c; A) si
pud scrivere come segue:

Se a, b, ¢ & una sequenza A-regolare, K(a, b, c; A) & una risoluzione
libera minimale di A/(a, b,c). In generale, le mappe di una
risoluzione libera sono sempre rappresentate da matrici (perché
tutti i moduli nella risoluzione hanno una base), e la risoluzione &
minimale se e solo se le entrate di tutte le matrici stanno in m.
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OSS.: Dato un A-modulo M # 0 finitamente generato, possiamo
sempre trovare una risoluzione libera minimale:

Consideriamo un sistema minimale di generatori my, ..., mg, di M,
e scegliamo Fy = A% con

e:Fp - M
€ = mj
Allora Ker(e) c mFy, poiché
Ker(e)/mKer(e) - Fo/mFy > M/mM — 0

e esatta e dimg (Fo/mFy) = dimg(M/mM) = Bo. Quindi,
comunque scegliamo la mappa d; : F; > Ker(e) € Fo, essa avra la
proprieta che Im(d;) € mFy.

Come M, anche Ker(¢) & finitamente generato, dunque scegliamo
Fy = AP dove (1 € la cardinalita di un sistema minimale di
generatori di Ker(e€) e definiamo d; di conseguenza, cosicché
Ker(d;) € mF;. Andando avanti in questa maniera si trova una

risoluzione libera minimale di M.
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PROP.: Sia F, una risoluzione libera minimale di un A-modulo M
finitamente generato con F; 2 A% Allora

Bi = dimy (Tor (M, K)).

Dimostrazione: Per definizione, Torf‘(M, K) sara I' i-esima
omologia del complesso F, ®4 K:

d; di_y dy
> F,-/mF,- i> F,-_1/mF,-_1 —1> i Fo/mFg - 0
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PROP.: Sia F, una risoluzione libera minimale di un A-modulo M
finitamente generato con F; ABi Allora

Bi = dimy (Tor (M, K)).

Dimostrazione: Per definizione, Tor (M, K) sara I’ i-esima
omologia del complesso F, ®4 K:

v KB E, KPi-1 E, E, K5 0.
Tale omologia & K%, o

Grazie al risultato precedente i ranghi dei moduli liberi di una
risoluzione minimale di M sono degli invarianti del modulo.

DEF.: Se
__,_>A6i_)A/3i—1_>”__)Aﬁ0_)M_>O

€ una risoluzione libera minimale di un A-modulo finitamente
generato M, i numeri (3;(M) = 8; sono i numeri di Betti di M.

305

393



PROP.: Dato un A-modulo finitamente generato M, vale:
projdim(M) =sup{i:ieN: 3;(M) + 0}.

Dimostrazione: La diseguaglianza < € owvia. D’ altra parte, se F, &
una risoluzione libera di M di lunghezza p, allora per ogni i > p si
ha Torf‘(M,K) =0 perogni i>p,dacui 5i(M)=0V i>p. O

Corollario: Se M & un A-modulo finitamente generato, allora:
projdim(M) < projdim(K).
Dim.: Bp(M) #0 = Tor;‘(l\/l, K) # 0 = projdim(K) > p. O
Corollario: Se (A,m) & un anello regolare n-dimensionale, allora:
projdim(K) = n.

Dim.: Segue dal fatto che K(ai,...,an; A) & una risoluzione libera
minimale di K (dove ay,...,a, & un sistema regolare di parametri).
In particolare, 3;(K) = (") VieN O

]
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LEMMA: Se A & un anello, M un A-modulo, a € A un elemento
M-regolare e

Ny 22 Ny 25 Ny 2 M0

€ una sequenza esatta di A-moduli, allora

NojaNo 2 Nyjaly 2 NojaNo 2% M/aM 0
& una sequenza esatta di A/(a)-moduli.

Dimostrazione: Siccome — ®4 A/(a) & esatto a destra, basta
verificare |'esattezza in Ny/alN;.

Sia x € N; tale che ¢;(x) =0. Allora 3 y € Ny : ay = ¢1(x). Quindi
ado(y) = ¢o(ay) =0, che poiché a & M-regolare implica ¢o(y) =0. Allora
I x" € Ny :1(x") =y. Dunque x — ax’ € Ker(¢1), cosicché
3zeNy:o(z) =x—ax'. Allora ¢»(z) =x. O
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Corollario: Se A € un anello,
N VAN VAN YR

€ una sequenza esatta di A-moduli e a€ A & un elemento
Ni;-regolare per ogni i € N, allora

.= N2/3N2 ﬁ Nl/aNl ﬂ No/aNo -0

& una sequenza esatta di A/(a)-moduli.

Dimostrazione: Essendo N;-regolare, a & pure Im(¢;,1)-regolare.

Quindi basta applicare il lemma a tutte le successioni esatte:

Nii3 = Nizo = Nipp = Im(¢jp1) = 0.
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Corollario: Sia (A,m) un anello locale Noetheriano e M un
A-modulo finitamente generato. Se a e m & M-regolare e
A-regolare, allora:

projdim (M) = projdimg,,)(M/aM)

Dimostrazione: Sia F, una risoluzione libera minimale di M. Allora
Fe ®4 A/(a) & una risoluzione libera minimale di M/aM poiché a &
M-regolare e A™-regolare per ogni me N. O
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OSS.: Abbiamo gia usato diverse volte che, se F & un funtore A-lineare di
A-moduli, M & un A-modulo e f: M - M & la moltiplicazione per un
elemento a € A, allora F(f): F(M) —» F(M) & ancora la moltiplicazione
per a (poiché F(f)=F(a-1u)=a-F(1m)=a-1rm) =-a).

Ci capitera di usare il seguente fatto piu generale: Una mappa di
A-moduli f: MP — M9 & rappresentata da una matrice X di taglia g x p
le cui entrate sono mappe di A-moduli fj: M — M. Allora, se F & un
funtore additivo covariante abbiamo che

F(f): F(M)? - F(M)“?
e rappresentata dalla matrice Y le cui entrate sono F(fj).

Se le mappe f;j sono moltiplicazioni per elementi a;; € A e F & A-lineare,
si ha
Y =X = (aj) € A%.

Se F & controvariante, vale il discorso analogo con Y che & la trasposta
di X.
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Il fatto descritto nella slide precedente & utile perché le mappe fra
A-moduli liberi (in particolare, quindi, le mappe in una risoluzione libera)
sono sempre matrici ad entrate in A, essendo Homa(A, A) 2 A. E anche

utile osservare che una risoluzione libera &€ minimale se e solo se le matrici

associate alle mappe della risoluzione hanno entrate in m.

Ad esempio, il complesso di Koszul K(ay,a,,as; A) ha la forma:

0-AZ B2 32 A50

(i) 01« (a1,22,a3);
—dy —as 0
(II) 82<—> di 0 —asz
0 dai an
as
(iii) 95 < | -a
ai

Essendo — ® 4 M un funtore A-lineare, le mappe in K(a1, ap,as; M) =
K(ay1, a2, a3; A) ®a M sono associate alle stesse matrici.
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TEOREMA

(Auslander-Buchsbaum): Se (A,m) & un anello locale Noetheriano
e M #0 & un A-modulo finitamente generato di dimensione
proiettiva finita, allora:

projdim(M) + depth(M) = depth(A).
Dimostrazione: Innanzitutto ricordiamo che, chiamando K = A/m:
depth(M) = min{i e N: Ext/;(K, M) # 0}.

Procediamo per induzione su p = projdim(M). Se p =0, allora
depth(M) = depth(A) perché M = A%,

Se p =1, prendiamo una risoluzione libera minimale di M:
0> A% LA L M 0.
La sequenza esatta lunga associata ad Homa (K, —) ha la forma:
= Extiy (K, A L Extiy (K, A)% - Extiy(K, M) > ...
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Essendo Exti\(K,—) un funtore A-lineare, la matrice X associata a
d. € uguale a quella associata a d, in particolare ha entrate in m.
Poiché mExti\(K, N) =0 per ogni A-modulo N, in particolare

d. = 0. Dunque abbiamo sequenze esatte per ogni i > O:

0 — Ext/; (K, A)% - Ext) (K, M) - Exti (K, A)" - 0.
Allora depth(M) = depth(A) - 1.
Sia p > 1, e consideriamo una risoluzione libera minimale di M:
O—>Fp—>...—>F1—>F0i>M—>O.

Siccome
0> Fp—...>F —>Ker(e) =0

& una risoluzione libera minimale di N = Ker(€), abbiamo che
projdim(N) = p-1.
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Per induzione, quindi, abbiamo:
depth(N) = depth(A) — p+ 1 < depth(A).
Allora la sequenza esatta corta:
0->N->A% M0

induce la sequenza esatta lunga:

.. > Bxti (K, A)® - Exti(K, M) - Extii}(K, N) » Extiy (K, A)® - ...

da cui depth(M) = depth(N) - 1. O
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OSS: Dati due ideali / e J di un anello A, allora:
I+J |
J T nJ
Infatti, I'omomorfismo di A-moduli / 2, (I +J)/J tale che ¢(f) = f
e chiaramente surgettivo. Inoltre Ker(¢) =/nJ. O

LEMMA: Sia (A, m) un anello locale Noetheriano e a € m \ m?.

Allora I' A-modulo m/(a) & un addendo diretto di m/am.

Dimostrazione: La mappa di A-moduli m/am 5 m/(a) & quella
owvia, bisogna trovare ¢ :m/(a) - m/am tale che w01 =1,

Siccome a ¢ m?, possiamo trovare ap,...,as € A tale che
a,ap,...,as sia un sistema minimale di generatori per m. Dunque
(a)n(ag,...,as) C am.

Ne segue che possiamo definire « come la seguente composizione:

~(a2,...,as)+(a) . (a2,...,as)
m/(a) = (a) “ (@) n (a2, as)

da cui si vede facilmente mov =1y, O

- m/am,
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TEOREMA

(Auslander-Buchsbaum-Serre): Se (A, m) & un anello locale
Noetheriano e K = A/m & il suo campo residuo, le seguenti sono
equivalenti:

(i) A & regolare;
(ii
(ii
(iv
(v

projdim(M) < +oo per ogni A-modulo M,
projdim(M) < dim A per ogni A-modulo M.
projdim(K) < +oo;

projdim(K) = dim A.

~— —

Dimostrazione: Abbiamo gia dimostrato che
(i) = (v) = (iii) = (ii) = (iv).

Quindi dobbiamo dimostrare (iv) = (i), e lo faremo per induzione
su s =pu(m). Se s =0, allora A & ovviamente regolare, quindi
assumiamo che s > 0.
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Di sicuro, se s >0, K non & libero, poiché 0:4 K =m # 0. Quindi
0 < projdim(K') < +oco.Allora Auslander-Buchsbaum implica che:

depth(A) = depth(K) + projdim(K) > 0.

Dunque possiamo scegliere a € m che non stia in alcuno dei primi
associati di A né in m? (usando il prime avoidance). Poiché a &
A-regolare, naturalmente & anche m-regolare, quindi:

projdim 4,y (m/am) = projdim4(m) = projdim(K) -1 < +oo.

Dal lemma precedente, sappiamo che m/(a) & un addendo diretto
come A-modulo (e quindi anche come A/(a)-modulo) di m/am.
Sia dunque N un A/(a)-modulo tale che

m/am=m/(a) & N.
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Quindi
Torly .,y (m/am, K) = Torly v (m/(a), K) & Torly .y (N, K),
da cui
projdimg,(,y(m/(a)) < projdimg;(,)(m/am) < +oo.
Notiamo che m/(a) & I'ideale massimale di A/(a), e che
p(m/(a)) = p(m) -1=s-1.
Inoltre

projdimg, ;) (K) = projdimg;,y(m/(a)) + 1 < +oo,

dunque per induzione A/(a) & regolare. Quindi s—1=dimA/(a).

Per finire, poiché a & A-regolare, dimA/(a) =dimA-1. O
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Corollario: La regolarita localizza! Ciog, se (A, m) & regolare, allora
Ay € regolare per ogni p € Spec(A).

Dimostrazione: Dal teorema di A-B-S sappiamo che
projdim4(A/p) < +oo.

Scegliamo una risoluzione libera finita Fy - A/p — 0. Poiché A, &
un A-modulo piatto, allora:

& una risoluzione libera finita dell' A;-modulo A/p ®4 A, = Ay /pA,
quindi deduciamo da A-B-S che A, & regolare. O

DEF.: Un anello Noetheriano A si dice regolare se A, & un anello
regolare per ogni p € Spec(A). Grazie al corollario, basta verificare
che Ay sia regolare per ogni ideale massimale m di A.
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TEOREMA: L’ anello di polinomi S = K[x1,...,x,] & un anello
regolare.

Dimostrazione: Abbiamo gia visto che ogni ideale massimale mc S
& generato da n elementi. Ne segue che mS,, & generato da n
elementi in Sy, che ha dimensione ht(m) = n. Quindi Sy € un
anello regolare per ogni ideale massimale di S, dunque S & un
anello regolare. O

A questo punto, non sarebbe troppo difficile dimostrare il seguente:

TEOREMA: Se A & un anello regolare di dimensione di Krull n,
allora projdim(M) < n per ogni A-modulo M.

Se S & un anello di polinomi in n variabili su un campo K, allora
ogni S-modulo M ha una risoluzione libera di lunghezza al piu n.
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LEMMA: Sia A una K-algebra graduata standard e m = @;.9 A;.

Allora
gmAm (Am) ~ A.

Dimostrazione: Siccome m = (A;), ¢’ & un isomorfismo di anelli
A~ Gn(A).

datoda A3 f > fe mi/mi+1. D’ altra parte:

Gun, (Am) = @ ,HA e P il oy Ay =
i>0

EBm ®A Am/mAm = EBmi XA (A/m)m =
i>0 i>0

EBmi ®a (A/m) EBmi/mi+1 = Gm(A)
i>0 i>0
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TEOREMA: Una K-algebra graduata standard A & regolare se e
solo se A & un anello di polinomi.

Dimostrazione: Che un anello di polinomi & regolare I'abbiamo gia
visto. Per I'altra implicazione, sia m = @;.9 A;. Se A & regolare,
allora anche Ay, lo &, dunque I'ideale massimale mA,, & generato
da una sequenza Ay-regolare. Allora Gy, (Am) € un anello di
polinomi, e per il lemma A= Gpa, (Am). O
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Significato geometrico della regolarita

Per le prossime 5 slides K & un campo algebricamente chiuso di
caratteristica 0 e S = K[x1,..., %]

DEF.: Sia I = (fi,...,f;) un ideale primo di S, X =Z(/) c A" e
P e X. X si dice non singolare in P se la matrice Jacobiana

of;
=|=—(P
7-(5)
ha rango codimpyn X. La varieta algebrica X si dice non singolare
se & non singolare in ogni suo punto.

i=1,...,r, j=1,....n

0SS.: Con le notazioni precedenti, lo spazio tangente a X in

P=(p1,...,pr) & il luogo degli zeri dei polinomi lineari:
> (0fi)ox;)(P)(xj—pj) Vi=1,...r
j=1

Quindi la condizione che J abbia rango codimyn(X) significa che

lo spazio tangente a X in P abbia la stessa dimensione di X.
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TEOREMA: Dato / € S ideale primo, sono equivalenti:
(i) X =Z(I)c A" & non singolare;

(i) S/I & un anello regolare.

Dimostrazione: Sia P = (p1,...,pp) € X e
m:(Xl_pl7"'7Xn_pn)Ql

I ideale (massimale) che lo definisce, cioé tale che Z(m) = {P}. L’
omomorfismo di K-spazi vettoriali 8p : S - K" definito come

of of
Op(f)==—(P),...,—(P
o= (e (P 5 (P))
ha la proprieta che 0p(m) genera K e 6p(m?) = 0. Dunque
Op : m/m? - K" & un omomorfismo surgettivo di K-spazi vettoriali,

che siccome dimy (m/m?) = n & un isomorfismo.
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Se | =(f,...,f), il rango della matrice Jacobiana

of;
=[P
7-(5)
& proprio la dimensione del K-spazio vettoriale 0p(/) € K", sia essa

c. Quindi dimk ((/ +m?)/m?) = c. D'altra parte, denotando con m
la classe di m in A= 5/l e l'ideale massimale di Az con n, si ha:

i=1l,...,r, j=1,...,n

n/n? 2 (M/m?) ®p Ag 2 M @4 (A/M)m = m/m? = m/(/ + m?)
L' isomorfismo di K-spazi vettoriali:
m/m? = (/ +m?)/m? @ m/(/ + m?)

ci dice che ¢ = n— p(n). Poiché codimpn(X) =ht(/) = n—dimA =
n —dim Ag, questo implica che X & non singolare in P se e solo se
Az € un anello regolare. Siccome ¢’ & una corrispondenza
biunivoca fra punti di X e ideali massimali di A, concludiamo. O
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OSS: Abbiamo in realta provato qualcosa di piu preciso, e cioeé che
X = Z(I) non & singolare in P = (p1,...,py) € X se e solo se Ay
e un anello regolare, dove m = (x1 = p1,...,xp—pn) S S emp e la
sua classe in A=S/I.
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ESEMPIO: 1. Sia f = y? - x3-3x? ¢ K[x,y] = S.

Figure: Tschirnhausen cubic

La curva piana rappresentata sopra ha chiaramente una singolarita
in (0,0). Per vederlo rigorosamente, la matrice Jacobiana &

(0f |0x, Of|dy) = (3x* - 6x, 2y),
che in (0,0) ha rango 0 <1 =codimy> C.
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Per dimostrare che ¢’ & una singolarita in (0,0), possiamo anche
dimostrare che Ay non & regolare dove A=S/(f) e m = (X,y).

Se Ay, fosse regolare, siccome ht(m) =1, I'ideale mA,, dovrebbe
essere principale. Usando che Ay = S, ,y/fS(, ), quindi
dovrebbero esistere polinomi hy, hp € S\ (x,y) e g1 €S (se no il
ragionamento & simmetrico) tali che:

X/hl +g1y/h2 € fS(X’y).

A sua volta, questo significa che esistono polinomi h3 € S~ (x,y) e
g € S tali che:

x[hi+g1y[ha+gaf [h3 = (hahsx+hihsgry+hihagaf)[hihahs =0 in S, .
Che significa che esiste hy € S\ (x,y) tale che:
h2h3h4X + h1h3h4g1y + h1h2h4g2f =0 in S.

Questo & evidentemente impossibile, poiché nel supporto del polinomio
hahzhyx ¢’ & un monomio del tipo Ax con A € K\ {0}, monomio che non
puo stare nel supporto di hyhshagry + hihohagof .
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UFD

DEF.: Un elemento a di un anello A si dice irriducibile se non &
invertibile e
a=xy = x oppure y & invertibile.

L'elemento a si dice primo se (a) € Spec(A).
In un dominio, un elemento primo non nullo & irriducibile.

DEF.: Un dominio A & un UFD se ogni elemento non invertibile di
A si scrive come prodotto di elementi primi.

Se A & un UFD, allora ogni elemento irriducibile deve essere primo.
D'altra parte, se A & un dominio Noetheriano, ogni elemento si
scrive come un prodotto di irriducibili.

Quindi:

un dominio Noetheriano &€ un UFD se e solo se ogni irriducibile & primo.
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PROPOSIZIONE: In un dominio A, una decomposizione di un
elemento non nullo come prodotto di primi & unica. Ciog, se

O+a=pipn= pip:'n

con pi,...,Pn,P1,-- - Py elementi primi, allora m=ne p/ = p; (a
meno di riordinare e di fattori invertibili).

Dimostrazione: Se py---pp = pi---ph, allora py---p;, € (p1). Poiché
(p1) & primo, esiste i € {1,..., m} tale che p! e (p1). A meno di
riordinare, possiamo supporre i = 1. Dunque p; = up; per qualche
u € A. Poiché un primo non nullo in un dominio € irriducibile, u &
invertibile. Allora p1pa---pn = up1py--p, che, siccome A € un
dominio, implica

pa-e-pr = Uphe--pl.

A questo punto possiamo concludere per induzione su min{m, n}.
|
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TEOREMA: Per un dominio Noetheriano A sono equivalenti:
(i) Aeun UFD;
(i) Ogni p € Spec(A) di altezza 1 & principale.

Dimostrazione: (i) = (ii). Sia p un ideale primo di altezza 1, e
0+ aep. Siccome A & un UFD, a & un prodotto di elementi primi:

a= Ha,-.
i=1
Siccome p & primo, esiste i € {1,..., m} tale che a; € p. Allora
0g (ai)Sp
& una catena di ideali primi, e poiché ht(p) = 1 abbiamo p = (a;).

(i) = (i). Sia a € A un elemento irriducibile. Consideriamo p in

Min((a)), che grazie all' Hauptidealsatz ha altezza 1. Allora

p = (x) per qualche x € A, e esiste y € A tale che a= xy. Poiché a &

irriducibile, y deve essere invertibile, dunque (a) = (x) & primo. O
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Ci apprestiamo a dimostrare il seguente:

TEOREMA (Auslander-Buchsbaum): Un anello regolare locale &
un UFD.

ESEMPIO: A =C[x,y]/(x>-y3+y) e Z[i\/5] sono anelli regolari
ma non un UFD. (Non sono locali).

La dimostrazione del teorema richiedera un po’ di fatica .....
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LEMMA Sia A un dominio Noetheriano, I ¢ A un insieme di
elementi primi non nulli di A e T il sistema moltiplicativo generato
daT.Se T71A & un UFD, allora A & un UFD.

Dimostrazione: Sia p un ideale primo di A di altezza 1. Dobbiamo
dimostrare che p & principale. Se pn T + @&, allora p contiene un
elemento primo a # 0, dunque (0) ¢ (a) € p & una catena di primi.
Poiché ht(p) = 1, cio & possibile se e solo se p = (a).

Dunque possiamo supporre che pn T = &, cosicché p- T"1A & un
ideale primo di altezza 1 di T™*A. Poiché T™'A & un UFD, esiste
xeptale che p- T"1A=x- T71A. Fra tali elementi, scegliamo un
x tale che I'ideale di A generato da x sia massimale rispetto
all'inclusione. Allora a non divide x per nessun a €[, poiché
ay=xep=>yepe(y)2(x), ep- T 1A=y -T1A
contraddicendo la massimalita di (x).
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Vogliamo dimostrare che p = (x) (“2" & ovvio perché x € p).

Sia y ep. Poiché p- T"YA=x-T 1A, esiste t = a;---a, € T tale che
ty = xz1 per qualche z; € A. In particolare xz; € (a1), che siccome
ay e primo e x ¢ (a1). implica che z; = zpa; per qualche z; € A.
Quindi aiap--a, - y = xa1z», che visto che A & un dominio implica
ax---a, -y = xz». Facendo lo stesso ragionamento z, = axz3 per
qualche z3 € A, quindi proseguendo cosi alla fine troviamo che

z1 = tz per qualche z € A. Dunque ty = xtz che, di nuovo perché A
& un dominio, implica y = xz, ciog y € (x). O
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Dato un anello qualsiasi A, abbiamo visto che un A-modulo P &
proiettivo se e solo se & un addendo diretto di un A-modulo libero
F. Ciog, se e solo se esiste un A-modulo M t. c.

PoM=F
(si noti che, quindi, anche M ¢& proiettivo).

DEF.: P si dice stabilmente libero se si puo scegliere F in modo
che M sia un A-modulo libero.

PROPOSIZIONE: Dato un anello A, un A-modulo proiettivo P &

stabilmente libero se e solo se ammette una risoluzione libera finita.

Dimostrazione: Se P & stabilmente libero (cioe P & F;1 = Fy dove
Fo e F1 sono A-moduli liberi) allora

0O-F->FR->P->0

€ una risoluzione libera finita.
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Al contrario supponiamo che
d d d d
0-F,= ... >F—5F—=>P-0

sia una risoluzione libera finita. Si noti che, poiché P & proiettivo,
la successione esatta corta

0 > Ker(do) > Fo &> P >0

e spezzante. Dunque Fy = Ker(dp) @ P e Ker(dp) & proiettivo.
Quindi anche la successione esatta corta

0> Ker(ch) - Fi &5 Tm(dh) = Ker(do) — 0

e spezzante. Dunque F; = Ker(d;) @ Ker(dp), e di conseguenza
Ker(d;) & proiettivo.
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Procedendo cosi, dunque, Fo = Ker(dy) @ P e
Fi 2 Ker(di-1) @ Ker(d;) Vi=1,...,n-1
Dunque

PoFeoFReo...

112

P o (Ker(dp) @ Ker(dy)) ® (Ker(dy) @ Ker(ds)) @...
(PoKer(dp)) @ (Ker(dy) @ Ker(dh)) @ ...
Fo ® F2 D...

112

112
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Dalle proprieta del prodotto tensore, si possono dedurre le seguenti
proprieta dell’algebra esterna:

LEMMA: Siano M ed N due A-moduli, e ne N:
(I) /\n(MGB N) = @i+j:n /\i M@, /\j N.
(i) A" My = (A" M), per ogni p € Spec(A).

LEMMA: Se Pa A" 1~ A" allora P~ A.

Dimostrazione: Si hanno i seguenti isomorfismi di A-moduli:

A

IR

ATA?

= A"(PeA™Y)

x ED,'H':n(/\iP ®A /\jAnfl)
Per ogni p € Spec(A), P, & un A,-modulo libero tale che
P, @Ag’l = Ag, dunque P, = A,
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Dunque (A'P)p = AT(Py) =0 per ogni i > 1 e p € Spec(A). Quindi
AP =0 perognii>1, e

Az @ in(NPosANATY) 2 P.
O

TEOREMA (Auslander-Buchsbaum): Un anello locale regolare
(A,m) & un UFD.

Dimostrazione: Se dimA =0 A & un campo (quindi un UFD),
dunque possiamo supporre dim A > 0 e prendere x € m ~ m2. Poiché
A/(x) & regolare, e quindi un dominio, x & un elemento primo di A,
dunque & sufficiente dimostrare che A, & un UFD. Cioé che ogni
primo q € Spec(Ay) di altezza 1 & principale.
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Sia p € Spec(Ay) contenente q. Quindi esiste p’ € Spec(A) (non
contenente x) tale che p’A, % p, e:

(Ac)p = Ay

Quindi (Ax)p € un anello locale regolare di dimensione minore di
quella di A, e quindi un UFD per induzione. Quindi q, & principale
per ogni p € Spec(Ax) contenente q. In particolare g, & un
(Ax)p-modulo libero per ogni p € Spec(Ax), e quindi g & un
Ax-modulo proiettivo. Ora, osserviamo che esiste q’ € Spec(A) non
contenente x tale che q'A, = q. Essendo A un anello locale
regolare, ' ammette una risoluzione libera finita come A-modulo.
Poiché A, & un A-modulo piatto, localizzando a x otteniamo una
risoluzione libera finita di ¢ come Ay-modulo.
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Ricapitolando, abbiamo dimostrato che ogni q € Spec(Ay) di
altezza 1 & un Ax-modulo proiettivo e ammette una risoluzione
libera finita di Ay-moduli. Quindi q & un Ay,-modulo stabilmente
libero. Cioe:

qe A7 > A}

per qualche m e n. D’altronde, se p € Spec(Ay) contiene g,
dp = (Ax)yp, € l'isomorfismo (Ax)p @ (Ax)p' = (Ax)p implica che
m=n-1. Quindi

qe Al 2 A,

che implica q 2 Ax. Dunque q € principale, ovvero A, € un UFD. O
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Risoluzioni iniettive
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Dato un anello A, ricordiamo che un A-modulo E si dice iniettivo
se esiste il seguente diagramma commutativo per ogni f e g:

E

3
Tvg

M <—3N
vf

0SS.: Se v: E = M sono A-moduli, con E iniettivo, allora E & un
addendo diretto di M. Infatti, basra considerare il diagramma
commutativo:

E
E
Hﬂ— T].E
M «——F

ESERCIZIO: Si provi che un addendo diretto di un A-modulo
iniettivo € iniettivo.
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DEF.: Un'inclusione di A-moduli ¢: M — N si dice estensione
essenziale di M se per ogni sottomodulo non nullo Lc N,
Lnu(M) +0.

ESEMPIO: Supponiamo che A sia un dominio e chiamiamo K il
suo campo delle frazioni. Allora A < K & un’estensione essenziale
di A: se L < K & un A-sottomodulo non nullo, sia x/y € L con
x,y € AN {0}. Allora x=y-(x/y) e LnA.

ESERCIZIO: Siano ¢ : M = N un’estensione essenziale di A-moduli
e E un A-modulo iniettivo. Se M 5 E & iniettiva, si verifichi che

. . B C
ogni sua estensione N — E deve essere iniettiva.

PROP.: Data un’inclusione di A-moduli ¢: M < N, esiste un
A-sottomodulo Ny € N tale che t : M = Ny & massimale fra le
estensioni essenziali di M contenute in N.

Dimostrazione: Se Ng € N7 € ... < N sono una catena di
sottomoduli tali che ¢ : M — N; & essenziale per ogni i, chiaramente
anche ¢ : M - uU;N; & essenziale. Quindi concludiamo grazie al
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DEF.: Un'estensione essenziale M — Ny come nella proposizione
precedente si dice estensione essenziale massimale di M dentro N.
Un'estensione essenziale M — N & un’estensione essenziale
massimale di M (in senso assoluto) se ogni estensione essenziale
N < N’ & un isomorfismo.

PROP.:

(i) Un A-modulo & iniettivo se e solo se non ha estensioni
essenziali proprie.

(i) Sia M = E un’" inclusione di A-moduli con E iniettivo. Se
M < N & un'estensione essenziale massimale di M dentro E,
allora N e iniettivo. In particolare, N & un'estensione
essenziale massimale di M.

(i) Se M > E e M = E' sono estensioni essenziali massimali di
M, allora E = E" (non canonicamente).
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Dimostrazione: (i) Sia E un A-modulo iniettivo. Per ogni

t: E - N, abbiamo che E & un addendo diretto di N.
Equivalentemente, esiste un A-sottomodulo N’ ¢ N tale che

N =1(E)® N’. Poiché N'n«(E) =0, se N fosse un'estensione
essenziale di E, allora N’ =0, che sarebbe a dire E = \V.

Per il viceversa, immergiamo il nostro A-modulo M in un iniettivo
E, diciamo ¢: M = E. Per il lemma di Zorn possiamo scegliere un
A-sottomodulo N € E che sia massimale rispetto alla proprieta che
Nnu(M)=0. Allora7: M — E/N & un'estensione essenziale.
Siccome M non ha estensioni essenziali proprie, M = E/N, quindi
E =u(M)+N. Poiché Nnt(M) =0, in realta E = (M) @ N, da cui
segue che M & iniettivo (essendo addendo diretto di un iniettivo).
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(i) Sia M < E con E iniettivo e M — N un’estensione essenziale
massimale dentro E. Dimostriamo che N non ha estensioni
essenziali proprie in senso assoluto. Sia, per assurdo, §: N = @
un’estensione essenziale propria. Siccome E ¢ iniettivo, |'inclusione
N — E si puo estendere ad una mappa a: Q —» E. Poiché N - Q
& essenziale, « ¢ iniettiva, quindi a(Q) sarebbe un'estensione
essenziale di M dentro E piu grande di N, una contraddizione.
Dunque N & iniettivo grazie a (i).

(iii) Siano M = E e M — E’ due estensioni essenziali massimali di
M. Essendo E’ iniettivo, la mappa iniettiva M — E’ si estende ad
una mappa ¢: E - E’. Poiché M = E & essenziale, ¢ & iniettiva.

Allora M — E & un’ estensione essenziale massimale di M dentro

E’, quindi E2 E'. O
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DEF.: Dato un A-modulo M denoteremo con Ex(M), solo E(M)
quando & chiaro chi & A, la sua estensione essenziale massimale
(unica a meno d'isomorfismo non canonico). Chiameremo E(M) I
involucro iniettivo di M.

DEF.: Dato un qualunque anello A e un qualunque A-modulo M,
una risoluzione iniettiva di M:

0 1
0-MSEC Lt

si dice minimale se EO_; E(M), E' = E(Coker(¢)) e, per ogni
i>2, E' = E(Coker(d'=2)).

ESERCIZIO: Due risoluzioni iniettive minimali di M sono isomorfe
(come complessi).

0OSS.: Contrariamente alle “cugine” risoluzioni proiettive minimali,
che possono essere definite solo se A & locale Noetheriano e M &
finitamente generato, le risoluzioni iniettive minimali si possono
definire sempre!
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ESERCIZIO: si provi che una somma diretta finita di A-moduli
iniettivi & un A-modulo iniettivo.

Cosa si puo dire di somme dirette infinite?

LEMMA: Sia A Noetheriano e {Ej\}a una famiglia di A-moduli
iniettivi, dove A & un insieme qualunque. Allora E = @)p E) € un
A-modulo iniettivo.

Dimostrazione: Grazie al criterio di Baer basta provare che ogni
mappa di A-moduli ao:/ — E, dove | € A & un ideale, puo essere
estesa ad una mappa di A-moduli &: A — E. Poiché [ &
finitamente generato, esiste un sottoinsieme finito A’ di A tale che

Oé(l) CE' = @ E,.
el

Essendo E’ iniettivo @ pud essere estesa ad una mappa da A in E’.

Dunque & & semplicemente la composizione A— E' c E. O
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TEOREMA: Se A & Noetheriano e E & un A-modulo initettivo,
allora E & isomorfo a una somma diretta di moduli del tipo
EA(A/p) con p e Spec(A).

Dimostrazione: Prendiamo una famiglia {E)}a di sottomoduli di E
che sia massimale rispetto alle proprieta:

(i) Ex= Ea(A/py) per qualche py € Spec(A).

(i) ExNnE,=0se X+ pu.
Che tale famiglia esista & assicurato dal lemma di Zorn. Sia
E' = @ep Ex. Essendo E’ iniettivo, scegliamo E” ¢ E tale che
E=E@®E". Perassurdo E” #0: allora esiste 0 + me E”. Sia p
un primo associato di (m). Allora A/p = (m) c E”, e I'estensione
essenziale massimale di A/p dentro E”, essendo quest'ultimo un
A-modulo iniettivo, & isomorfa a Eq(A/p). Ma allora E” contiene
una copia isomorfa di E5(A/p), che potremmo aggiungere a
{Ex}n, contraddicendone la massimalita. O
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LEMMA: Se A & Noetheriano e M & un A-modulo finitamente
generato, allora:

Ass(M) = Ass(E(M)).
Dimostrazione: Che Ass(M) c Ass(E(M)) & chiaro. Se p & un
associato di E(M), allora A/p = E(M). Quindi A/pnM =0, e
poiché

O:pa=p VOzacAlp,

p deve appartenere a Ass(M). O

DEF.: Un A-modulo si dice indecomponibile se non puo essere
scritto come somma diretta di due suoi sottomoduli non nulli.

TEOREMA: Se A & un anello Noetheriano, un A-modulo iniettivo
E & indecomponibile se e solo se E = E(A/p) per qualche
p € Spec(A). Inoltre, E(A/p) 2 E(Alq) < p=q.
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Dimostrazione: Abbiamo gia visto che E & una somma diretta di
moduli del tipo E(A/p) con p € Spec(A), quindi se E &
indecomponibile deve essere uno di questi.

Se E(A/p) fosse decomponibile, allora esisterebbero due
sottomoduli N1, N, € E(A/p) non nulli tali che Ny n N, =0. Allora
(N1 nAlp)n(N2n A/p) =0. D'altronde, essendo A/p € E(A/p)
essenziale, N;n A/p non & nullo. Cio contraddice il fatto che A/p ¢
un dominio.

Poiché Ass(E(A/p)) = Ass(A/p) = {p}, & chiaro che
E(Alp)2E(Alq) = p=9q. D
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LEMMA: Sia A Noetheriano e p € Spec(A). Siano E = E5(A/p) e
k= Ap/pAy. Allora:

(i) Se ae Axyp, allora E > E & un isomorfismo di A-moduli. In
particolare, la mappa di A-moduli E — E, che manda m in
m/1 & un isomorfismo.

(i) 0: p =k (come Ap-moduli).

(iii) Homg, (k, E) =~ (come Ap-moduli) e Homg, (x, Eq) = 0 per
ogni q # p.

Dimostrazione: (i) Si noti che k= (A/p), € il campo delle frazioni

di A/p. Quindi, sia come A/p-modulo che come A-modulo, &

un’estensione essenziale di A/p. Allora una sua copia isomorfa

(come A-modulo) & contenuta in E, quindi possiamo scrivere la

catena di estensioni essenziali di A-moduli:

AlpckcE.

Siccome la moltiplicazione Sre bigettiva, E 2 E & iniettiva
(perché k C E & essenziale) e k € aE. Allora aE € E & un
sottomodulo iniettivo (poiché isomorfo ad E) contenente A/p.
Quindi aE = E.
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(ii). Da (i) 0:g p ha una struttura di A,-modulo. Allora (una copia
isomorfa di) x & contenuta in 0 :g p, e siccome 0:g p & un k-spazio
vettoriale, £ € un addendo diretto (come x-modulo e come
Ap-modulo) di 0:g p. Poiché k C E & un'estensione essenziale di
Ap-moduli, £ =0:g p.

(iii). Grazie a (i) e (ii) abbiamo isomorfismi di A,-moduli:
Homa, (K, E) 20:g pAy =0 p 2 k.

Per dimostrare che Homg, (k, Ea(A/q),) = 0 per ogni q # p, prima
assumiamo che q ¢ p. Per ogni 0+ me E5(A/q), siccome

@ ¢ Ass((m)) € Ass(Ea(A/a)) = {a},

abbiamo Ass({m)) = {q}, e dunque che \/(0: (m)) = q. Dunque,

se aeq\p, esiste N eN tale che aVm=0. Allora m/1=0 in
Ea(A/q)p, quindi Ex(A/q), = 0.
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Se q c p, allora

Homa, (k, Ea(A/a)p) 2 0:£,(a/q), PA» 2 0:E,(a/q) P-

Se |'ultimo non fosse 0, allora p ucciderebbe un elemento non nullo
di Ea(A/q), dunque p ¢ q perché Ass(E(A/q)) ={q}. O

OSS.: Un funtore additivo commuta con le somme dirette finite.
In generale, cio € falso per somme dirette infinite. Nella prossima
dimostrazione useremo il fatto (da provare come ESERCIZIO) che,
se M & un A-modulo finitamente generato, allora Homa(M, -)
commuta con le somme dirette (anche infinite).
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TEOREMA: Se A & Noetheriano e E & un A-modulo iniettivo:

Ex @ Ea(Alp)™,
peSpec(A)

dove gli v sono indipendenti dalla decomposizione (gli oy
potrebbero essere insiemi di cardinalita infinita).

Dimostrazione: Sappiamo gia che una decomposizione come quella
dell'enunciato esiste. Siccome Hompg, (A, /pAy, — ®4 Ay) commuta
con le somme dirette, abbiamo:

HomAp(Ap/PApaEp)E ) HomAp(Ap/PApaEA(A/q)p)aq
geSpec(A)

= Homa, (Ap/PAp, EA(A/P))™ = (Ap/pAp)™
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DEF.: Sia A un anello Noetheriano e M un A-modulo. Sia
0 - M — E*® una risoluzione iniettiva minimale di M con

E'x @ Ea(Ap)H®M v ieN.
peSpec(A)

Allora y;(p, M) & I' i-esimo numero di Bass rispetto a p.
Si pud dimostrare che:
pi(p, M) = dim,(Extly (1, M), dove k= Ap/pA,.

In particolare, se M & finitamente generato, u;(p, M) & un numero
finito per ogni i e p.

ESERCIZIO: 1. Provare che, se A & un anello di Cohen-Macaulay,
allora
wi(p,A) =0 sei<ht(p).

2. Provare che, se A & un anello regolare, allora

Nl(paA) = 5i,ht(p) Vip
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Risoluzioni libere graduate
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Vogliamo studiare le risoluzioni libere nel contesto graduato. Ci
limiteremo a studiare risoluzioni finite (che sono gia abbastanza
difficili e su cui la ricerca odierna & in grande fermento), quindi
poiché abbiamo visto che I'unico anello regolare graduato standard
e I'anello di polinomi

S=K[x1,...,Xn]

in n variabili su un campo K, studieremo le risoluzioni libere degli
S-moduli graduati. Non solo risoluzioni libere pero, perché
vogliamo costruire risoluzioni che si ricordino della struttura
graduata.

DEF.: Se M e N sono S-moduli graduati, un omomorfismo di
S-moduli ¢ : M — N si dice omogeneo se ¢p(M;) c N;.

DEF.: Una risoluzione libera graduata di un S-modulo graduato M
& una risoluzione libera di M in cui tutte le mappe sono omogenee.
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Se partiamo da un S-modulo M graduato, vogliamo costruire una
risoluzione libera graduata. C' & subito un problema pero: sia

M = S/(f), dove f & un polinomio omogeneo non nullo di grado d.

La risoluzione libera di M che abbiamo imparato a fare &:

052 555/(f)=0

tale che €(1) =1le 01(1) = f. Quindi, a meno che d =0, la mappa
01 non & omogenea, perché 0 # 01(S;) € Si4q-

DEF.: Se M & un S-modulo graduato, il suo sfasato di keZ e I
S-modulo M(k) che & uguale ad M come S-modulo, e tale che:

M(k), = Mk+,' Viel.
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Con questa nozione, una risoluzione libera graduata di S/(f) sara:
0 S(-d) 2 55 S5/(f) >0
dove €(1) =1 e 91(1) = f (d era il grado di f).

OSS.: Un S-modulo graduato M ha sempre una risoluzione graduata
libera. Infatti, sia {mg;: i€ lp} un insieme di generatori omogenei di M.
Sia dp,; = deg(myg ), e consideriamo I" S-modulo libero graduato

FO = @S(—do’,').

i€ly

La mappa surgettiva e: fop = M che a e; associa mg ; € omogenea
(perché e; ha grado dp; in S(—dp;)!). Chiaramente Ker(e¢) € un
sottomodulo graduato di Fy, diciamo generato da elementi omogenei
{my;:ieh} digrado d; ; = deg(my ;). Percid con lo stesso
ragionamento definiamo F; = @;¢, S(—d1,;) e la mappa omogenea

o .
F; — Ker(e) € Fy che manda e; in my ;.

Continuando in questa maniera, troviamo una risoluzione libera graduata:

LA RS RSMo0

361 /393



Se un S-modulo graduato M & finitamente generato, allora in
ognuno dei passi descritti precedentemente possiamo scegliere un
sistema di generatori finito. In questo modo possiamo scrivere una
risoluzione graduata libera di M come:

2 @) B PSS M0,
JEZ JeZ
dove f; j & il numero di generatori di grado j di Ker(0;-1) (se
i>2).

Sia m =(xy,...,Xp) l'unico ideale massimale omogeneo di S.

DEF.: Una risoluzione libera graduata di un S-modulo graduato M:

@S B PSP S M0
JEZ JEZ

si dice minimale se, chiamando Fy = @;cz S(—j)":

Im(é),-) c mF,-,l VieN
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Come nel caso locale, una risoluzione libera graduata € minimale se
e solo se le matrici associate alle mappe della risoluzione hanno
entrate in m. Essendo le mappe della risoluzione omogenee, tali
entrate devono essere polinomi omogenei di S. Dovendo stare in
m, inoltre, tali polinomi o sono nulli, o hanno grado positivo.

OSS.: Una risoluzione libera graduata minimale di un modulo
graduato finitamente generato esiste sempre: basta scegliere ogni
volta un sistema di generatori omogenei che sia minimale.
Analogamente a quanto succede nel locale, la risoluzione libera
graduata che ne risultera sara minimale grazie a Nakayama.
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Un primo esempio di risoluzione libera graduata minimale (d’ ora
in poi abbrevieremo con RLGM) & dato dal complesso di Koszul di
una successione S-regolare di polinomi omogenei fi, ..., f. di gradi
deg(f;) = d;. Bisognera solo stare attenti al fatto che la risoluzione
sia graduata, sfasando opportunamente i moduli liberi coinvolti
nella risoluzione: scordandosi della graduazione, tale risoluzione ha
la forma:

05555550 555555 5/(f,....f) =0
dove una base di S(9) & data da {ej, nneil<ji<...<ji<c).

Il modo di rendere la risoluzione libera data dal complesso di Koszul
graduata & semplicemente sfasare i moduli liberi in modo che:

deg(ejy A--nep)=dy +...+d]

i
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ESEMPIO: Siano S = K[x,y,z,u], 1 = X%, h=y3z* e = 1%
fi1, >, f3 formano una sequenza S-regolare, e il complesso di Koszul
K(fi,f, f3; S) fornisce una RLGM di A= S/(f1,f, f3) della forma:

0> S(-39) —> S(-9) ® S(-32) ® S(-37) —
S(-2)®S(-7) ®S(~30) — S > A0

In particolare, il campo K = S/m avra una RLGM data dal
complesso di Koszul del tipo:

0—>S(-n)—>-— 5(—/)(7) —»=>5(-1)">S->K->0
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Come nel caso locale, si dimostra:

PROP.: Data una RLGM di un S-modulo graduato finitamente
generato M:

- B @S(=)M L P S(=) S M0,
JeZ JeZ

allora
,B;J = dimK(Tor,-S(l\/I, K)J)

In particolare, i numeri f3; ; sono invarianti di M.

DEF.: | numeri §3; j(M) = B;j sono i numeri di Betti graduati di M.

La somma 3;(M) = ¥z Bij € I" i-esimo numero di Betti totale di
M.
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Classicamente | interesse & nel calcolare i numeri di Betti graduati
di quozienti S/I, dove I & un ideale omogeneo di S. Per come
abbiamo costruito le RLGM, abbiamo:

Bij(1) = Bir1j(S/1) e Poj(S/1) = do;-

Ci sono algoritmi per calcolare la RLGM di un ideale basati sulle
basi di Grébner. Se I'ideale di partenza € monomiale la situazione &
pit semplice, ma anche in questo caso c' & del mistero.

ESEMPIO: Sia / il seguente ideale monomiale in S = K[x1,...,x6]:
(X1X0X3, X1 X0 X4, X1 X3X5, X2X3Xg , XoXa. X5, X3X4 X5, X1 X4 X6, X3XaXp , X1 X5 X6, X3X5X6 )
La RLGM di | &:
0->5(-5)°—>S(-9)® > 5(-3)0 5150
se la caratteristica di K & diversa da 2, mentre &
0 S(-6) > S(-5)°®S5(-6) - S(-4)® - S(-3)1° > 1 >0

quando la caratteristica di K € 2 !
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Corollario: Se M & un S-modulo graduato finitamente generato,

allora:
projdim(M) = max{i e N: 8;(M) + 0}.

In particolare, poiché 8;(M) = dimg (Tor; (M, K)), anche nel
contesto graduato

projdim(M) < projdim(K) < n

per ogni S-modulo graduato finitamente generato M. In effetti,
poiché la RLGM & una particolare risoluzione libera graduata,
possiamo dedurne che ogni S-modulo graduato finitamente
generato M ha una risoluzione libera graduata di lunghezza < n.

OSS.: Ripensando alla dimostrazione del fatto che, nel locale, un
modulo finitamente generato ¢ libero se e solo se & proiettivo,
osserviamo che |'unica cosa che abbiamo usato € Nakayama.
Quindi si dimostra allo stesso modo che: un S-modulo graduato
finitamente generato & libero se e solo se & proiettivo.

368 /393



Poiché ogni S-modulo M graduato finitamente generato ha
dimensione proiettiva finita e depth(S) = n, la stessa identica
dimostrazione che & stata data nel locale fornisce la seguente
versione graduata della formula di Auslander-Buchsbaum:

Teorema (Auslander-Buchsbaum). Se M & un S-modulo graduato
finitamente generato, allora:

depth(M) + projdim(M) = n.

OSS.: In particolare, se | & un ideale omogeneo di S, allora S// &
Cohen-Macaulay se e solo se

projdim(S/1) = ht(/).
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DEF.: Sia M un S-modulo graduato finitamente generato. Dato
un sistema minimale di generatori omogenei my, ..., mg, il modulo
delle sizigie di M (rispetto a tale scelta di generatori) & definito
come:

Syz(M) = {(f,...,f) €S : fimy + ...+ frmy =0}

Il modulo delle sizigie di M & un sottomodulo graduato di S, e
non ¢ difficile vedere che, a meno di isomorfismo omogeneo,
Syz(M) non dipende dai generatori scelti. Inoltre Syz(M) &
finitamente generato (grazie al Teorema della Base di Hilbert!),
quindi, ponendo Syzy(M) = M, possiamo definire ricorsivamente:

Syz;(M) = Syz(Syz;_1(M)) V ieN.
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Teorema delle sizigie di Hilbert: Se M & un S-modulo graduato
finitamente generato, allora:

S¥2p,1 (M) = 0.

Dimostrazione: Costruiamo una risoluzione minimale a partire da
un sistema minimale di generatori omogenei my,..., my di M. Per
definizione, il nucleo della presentazione Fy = S¥ 5 M >0 che
manda e; in m; & proprio Syz(M) = Ker(e). Analogamente
abbiamo che Syz;(M) = Ker(0;_1) per ogni i > 2, dove i 9; sono i
differenziali della risoluzione minimale di M. Allora il teorema
segue perché una risoluzione libera minimale di M ha al piu
lunghezza n. O
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| numeri di Betti graduati sono un invariante pit fine delle funzioni
di Hilbert.
OSS.: Ricordiamo che la serie di Hilbert di S ha la forma:

1
(1-o)"

HSs(t) =

LEMMA: Se M & un S-modulo graduato finitamente generato con
una risoluzione libera graduata (non necessariamente minimale)

0->@S(—j)i»...>PS(-j)™ - M-0.
JeZ JEZ
Allora ) )
Yo (-1) Yjez Bigt!
(1-1t)" '

HSum(t) =
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Dimostrazione: Essendo le mappe nella risoluzione graduata
omogenee, per ogni d € Z la seguente & una sequenza esatta di
K-spazi vettoriali:

0— EBS(—j)gp’j > @5(_1-)50,1 - My - 0.
JEZ JeZ

Allora HS () = 8 (1) ¥z Bij HSs(-j (t). Ma
J
(1-t)"

HSs(_j(t) =/ HSs(t) =

Allora ) )
Y o(-1) Tjez Bijt!
(1-t)n ’

che & quanto volevamo dimostrare. O

HSm(t) =
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0OSS.: Se M & un S-modulo graduato finitamente generato,
definiamo per ogni i:

m;i(M) = min{j : §8; j(M) = 0}.

Allora m;(M) & il grado minimo di un elemento non nullo dell’
i-esimo modulo F; nella RLGM di M. Siccome 0; € omogeneo e

Im(9;) cmFi.y e Ker(9;) =Im(9j;1) € mF;,
quindi abbiamo che F;_; non & 0 in grado m;(M) — 1. Quindi
m;(M) > m;_1(M).
PROP.: Se M & un S-modulo graduato finitamente generato e:
ti(M) =max{j: 8;;(M) #0} Vi,

allora t;(M) > ti_1(M) se i < n—dim(M).
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Dimostrazione: Per semplicita lo dimostriamo solo per M = S/I nel
qual caso dobbiamo dimostrare che:

t,(S/I) > t,'_l(S/I) se < ht(/)
Consideriamo una RLGM di S§//
8 Pa
O—>Fp—p>...ﬂ>Fo—>O

e applichiamole il funtore controvariante Homg(-, S) ottenendo il
complesso:

0 - Homgs(Fo, S) 8—f> . 6_;) Homs(Fp,S) = 0.
L' j-esima coomologia di tale complesso &, per definizione,
Exts(S/1,S),
che sappiamo essere 0 se i < grado(/) =ht(/) (I' ultima

eguaglianza vale perché S & Cohen-Macaulay).
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Osserviamo che t; = t;(S/1) &, per definizione, il massimo grado di
un generatore minimale di F;. Dunque —t; € il minimo grado in cui
Homg(F;,S) non &0, sia

0+¢je Homs(F,-, 5)—fi'

Siccome Im(09;) ¢ mHomgs(F;, S), di certo ¢; ¢ Im(9;). Se
i <ht(l), abbiamo

Ker(alil = Im(af)v

dunque in tal caso 0 # 97, (¢;) € mHomg(Fj;1,S). Dunque

Homg(Fji1,S) € non nullo in grado < —t;; riassumendo tj,1 > t; se
i<ht(l). o
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Per visualizzare i numeri di Betti di un S-modulo graduato finitamente
generato M & conveniente formare una tabella. La scelta naturale
sarebbe inserire il numero J3; j(M) nell’entrata relativa all’ j-esima
colonna e la j-esima riga, ma cosi verrebbero troppe righe:

ESEMPIO: Se I = (x?,y?) € K[x,y] = S, una RLGM dell' S-modulo S//
& fornita dal complesso di Koszul K(x?,y?; S):

0 S(-4) > S5(-2)> >S5S/l - 0.

In questo caso, la tabella descritta sarebbe:

O O N OO
= O O O OlN

-hwl\)l—‘o‘
O O O OO
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L'osservazione fatta poco prima, implica che, con le stesse
notazioni m;(M) > mg(M) + i. Quindi, un modo pili conveniente
per riempire la nostra tabella di Betti, € inserire il numero

Bii+j(M) nell’entrata relativa all' ji-esima colonna e la j-esima riga.

In questo modo, la tabella dell’esempio precedente sarebbe:

DEF.: La tabella di Betti di un S-modulo M graduato e
finitamente generato, & la tabella S(M) la cui entrata
corrispondente all" j-esima colonna e la j-esima riga & 3; ;. ;(M).
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Se si vogliono considerare contemporaneamente le tabelle di Betti
di tutti gli S-moduli graduati finitamente generati, allora bisogna
lavorare con tabelle con colonne in {0, ..., n} e righe indiciate su
tutto Z. Se pero si vuole considerare la tabella di Betti di un solo

M, questa avra entrate non nulle nel rettangolo righe per colonne:

{mo(M),...,r} x{0,...,projdim(M)}

dove:
r=max{j—i:pBj;j(M) =0}

DEF.: La regolarita d Castelnuovo-Mumford di un S-modulo M
graduato finitamente generato &:

reg(M) = max{j - i: pjj(M) # 0}.
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In questo corso abbiamo visto che un invariante fondamentale di
un A-modulo M finitamente generato & la sua profondita. Se A &
un anello regolare, grazie alla formula di Auslander-Buchsbaum

depth(M) = dim A - projdim(M),

quindi conoscere la dimensione proiettiva di M & equivalente a
conoscere la sua profondita. Quando A= S5 & un anello di polinomi
e M & graduato, projdim(M) fornisce la larghezza di 5(M).

Da questo discorso dovrebbe essere chiaro che, in ambito graduato,
la regolarita di Castelnuovo-Mumford & un altro invariante
fondamentale: essa fornisce I'altra dimensione di S(M), I'altezza.
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La scorsa lezione abbiamo provato che
ti(M)-i>tj(M)-j VY j<i<n-dim(M).
Siccome
reg(M) = max{t;(M)—i:i=0,...,projdim(M)},

quindi per calcolare la regolarita di Castelnuovo-Mumford basta
guardare le posizioni omologiche da n—dim M in poi.

Poiché solitamente il minimo grado in cui M & non zero (vale a
dire mo(M)) & noto in partenza, denoteremo (M) senza piu
specificare né righe né colonne:

amy=|... ﬁ,-,,ﬂz(/w)

Spesso l'interesse si ha nel calcolare tabelle di Betti di moduli
graduati ciclici S/I con I ideale omogeneo, ed in questo caso:

mo(S/1) = 0.
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Se | & I'ideale dell'esempio della slide 366, allora 5(S//) &:
0 O
0 0
0 15

o O =
—
—
S O O

se char(K) # 2. Quando char(K) =2, invece 3(S/1) &

1 0 0 00O
0 0 0 0O
0 10 15 6 1
0 0 0 10

In questo esempio si puo vedere che, indipendentemente da
char(K), ht(/) = 3. Quindi, S/I & Cohen-Macaulay se e solo se
char(K) # 2. La regolarita di Castelnuovo-Mumford di S/, invece,
e 2 o 3 a seconda che, rispettivamente, char(K) # 2 o char(K) = 2.
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Teoria di Boij-Soderberg

Il teorema di Macaulay menzionato durante il corso caratterizza le
funzioni da N — N che sono funzioni di Hilbert di S// dove / € S &
un ideale omogeneo. Nello stesso ordine di idee, sarebbe bello
caratterizzare tutte le tabelle in

@Nnﬂ

JEZ

che sono tabelle di Betti di S// per qualche ideale omogeneo /.
Questo problema, pero, & probabilmente “hopeless”.

Recentemente ¢’ € stata una notevole svolta su questo argomento.
Nel 2008 Boij e Soderberg hanno cambiato la prospettiva:

(i) Considerare B(M) per tutti gli S-moduli M graduati
finitamente generati, e non solo per gli S-moduli M = S/I.

(ii) Considerare le tabelle di Betti a meno di multipli razionali.
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Il merito di Boij e Soderberg & stato quello di cambiare il punto di
vista, e di proporre due congetture che avrebbero portato ad una
classificazione completa di quali tabelle 5 in

@Qnﬂ

JEZ
sono tali che esistono S-modul My, ..., M,, graduati e finitamente
generati € numeri razionali positivi g1....,gm € Q tali che:
m
8= ais(M).
i=1

Tali congetture sono diventate teoremi grazie ad un lavoro di
Eisenbud e Schreyer del 20009.

Nelle slides successive lo scopo sara quello di spiegare questa
classificazione.
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Essenzialmente, | idea di considerare tutti i moduli e non solo
quelli ciclici & per dare una struttura di semigruppo alle tabelle di
Betti: dati due S-moduli M; e M, graduati e finitamente generati,
siccome Tor? (-, K) & un funtore additivo:

B(My) + B(My) = B(My & My).

Ovviamente |'insieme delle tabelle di Betti dei moduli del tipo S//,
invece, non é chiuso rispetto alla somma.

Inoltre studiare la struttura di semigruppo dell'insieme di tutte le
tabelle di Betti & un’' impresa troppo ardua,e piu fattibile, come
spesso accade, studiare il cono razionale da esse generato:

{f;q,ﬂwo}

dove me N, g; € Q59 e gli M; sono S-moduli graduati finitamente
generati.
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DEF.: Un S-modulo graduato M ha risoluzione pura di tipo
(do, - - -,dp) € NP*1 se ha una risoluzione libera minimale del tipo:

0 S(-dp)* > ... > S(~d1)" > S(~dp)* - M 0.

Come abbiamo visto, una condizione necessaria per |' esistenza di
un modulo M come nella definizione & che dy < dy < ... < dp.

TEOREMA (Herzog-Kiihl): Sia M un S-modulo graduato
Cohen-Macaulay con risoluzione pura di tipo (dp,...,dp). Allora,
Bo = Bo(M) determina gli altri 3; = 5;(M) tramite la formula:

di — do

Bi=Bo- (-1)"' ] =— Vi=1...p
0¢k¢idk—di

Inoltre, e = e(M) = Bo - (1/p!) - TT}_, (dk — db).
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Dimostrazione: Poicheé M & Cohen-Macaulay, la formula di
Auslander-Buchsbaum ci dice:

p=n-d, doved=dim(M).

Dalla formula per la serie di Hilbert di M in termini dalla sua
risoluzione graduata otteniamo:

(1-t)Php(t) = f(-w’ﬁ,td&
i=0

Chiamando f(t) = (1-t)Phy(t) e g(t) = X0 (-1) Bt
otteniamo, per ogni i € {0,...,p— 1}, I'equazione:

. . P
0= (1) =g (1) = Y ((-1) B de(di = 1)+(dh =i + 1)),
k=0
Inoltre, essendo che hy (1) = e(M) = e, abbiamo

(-1)Pple = FP) (1) = gP (1) = 3" ((-1)" B-dh (dh-1)(dh-p+1)).
k=0
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Quello appena descritto € un sistema lineare composto da p+ 1
equazioni nelle p + 1 incognite fo,...,3,. Rappresentiamo tale
sistema come:

1 -1 . (-1)P Bo 0

do —d . (-1)Pd, B 0

do(do — 1) —di(dp ~1) o (—1)pdp_(dp -1) B2 _ 0

do...(do‘_pu) —d1-~-(d£—p+2) (—1)Pdp-~-(dp—p+2) ﬂ,;-1 0
do-(dp—p+1) —di-(di—p+1) ... (-1)Pdp(dp—p+1) Bp (-1)Pple
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Quello appena descritto & un sistema lineare composto da p+ 1
equazioni nelle p + 1 incognite 3o, ..., B,. Rappresentiamo tale
sistema come, dopo qualche operazione elementare sulle righe:

1 -1 (-1)P

0

do e (-1)Pdg g‘; o

% - (DPg 5 0
dg: —df;l S (PaRt Bp-1 10P |
df ~df N G 4 Bp (-1)Pple

La matrice di sopra & una matrice di Vandermonde, il cui
determinante & ben noto. Usando la regola di Cramer otteniamo le
soluzioni:

-1)'ple Vi=0,...,p,

da cui seguono subito le formule che vogliamo dimostrare. O
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OSS.: Nel teorema di Herzog e Kiihl otteniamo anche (con le
stesse notazioni):

; 1
Bi = ple(-1)’
(-1) gdk—d;

Vi=0,...,p.

DEF.: dato un vettore d = (dp,...,d,) e NPl con dy < dy < ...

< dp, il diagramma puro m(d) & la tabella in @z N"** con uniche
entrate non nulle corrispondenti alla colonna i e la riga d; — i per
ogni i =0,...,p; Il valore di tali entrate sara inoltre dato da:

; 1
q- -1)’ )
( )gdk—d;

dove g ¢ il piu piccolo numero razionale positivo che rende tutti
questi valori interi.
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TEOREMA 1 (Eisenbud-Schreyer): Dato un vettore (db,...,dp) in
NP+l (p<n) con dy < di < ... < dp, esiste un S-modulo graduato
Cohen-Macaulay con risoluzione pura di tipo (dp,...,dp).

Per il secondo teorema diamo un ordine parziale ai diagrammi puri:
dati due vettori d = (dp,...,dp) ed’ = (dy,...,d}) in NP+L con
dy<di<...<dpedj<d{<... <d/,3' diciamo che:

d<d < di<d Vi=0,...,p.

TEOREMA 2 (Eisenbud-Schreyer): Dato un S-modulo graduato
Cohen-Macaulay M di dimensione proiettiva p, la sua tabella di
Betti si scrive in maniera unica come:

B(M) =" qim(d;)
i=1
dove dy <dy <...<dy, ei g; numeri razionali positivi.
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Il secondo teorema di Eisenbud-Schreyer fornisce un algoritmo
esplicito sul come calcolare i g; e i d;.

ESEMPIO: Sia I = (x2,xy,y?). Verificate come ESERCIZIO che
M =S/l & Cohen-Macaulay e che

100
B(M)y=[0 2 1
011

Consideriamo il piu grande multiplo razionale

gt 0 O
q1-7(0,2,3)=[ 0 3q1 2q:
0 0 0

tale che (M) — g1 - 7(0,2,3) abbia entrate positive. Tale g; &
evidentemente 1/2, e
12 0 0
f1=p(M)-1/2-7(0,2,3)=] 0 1/2 0
0 1 1
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Ora si scelga il piu grande multiplo razionale

g 0 O
q2-7(0,2,4)=(0 2g2 0
0 0 @

tale che 81 — g2 - 7(0,2,4) abbia entrate positive. Tale g, &
evidentemente 1/4, e

1/4 0 O
fo=p1-1/4-7(0,2,4)=] 0 0 O
0 1 3/4
Ma
1 00
7(0,3,4)=(0 0 O
0 4 3

quindi 8, =1/4-7(0,3,4). Riassumendo, abbiamo trovato

B(M)=1/2-7(0,2,3) +1/4-7(0,2,4) +1/4-7(0,3,4)
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