Sequenze spettrali
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A anello. Una sequenza spettrale E consiste nei seguenti dati:
» Una collezione di A-moduli (E/*?), per (p,q) € Z? e r € Z.
» Fissato r, per ogni (p, q), mappe di A-moduli

P9 . £P,q p+r,g—-r+1
dPa: EPG  E
. : —rq+r-1
tali che d”9 o0 P~ 79" = 0.
: Ker(d??
» Per ogni r, EP? = (dr)

T (P L)

Conviene immaginarsi una sequenza spettrale come un libro, in cui
. N . . .,.
a pagina r ¢ illustrato il forglio (E;"°)

)
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Pagina 2 (df9: BP9 — EP*29Y)
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(9 BP9 > Ef7)
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Diciamo che E & eventualmente costante se esiste ry tale che:
dP9=0 Y r>n, (p,q)eZ?

Cio & equivalente a dire che Ef*9 = EP9 YV r>ry, (p,q) € Z2. In
tal caso si dice che [E degenera a pagina ry, e si pone

EP9:= EP9 Y (p,q) € Z°.

OSS.: Per ogni r € Zsq, consideriamo |'insieme

Qr = {(p*q) GZZ : Erp’q¢0}7

e sinoti che @2 Q> Q3> Qs >.... Dunque se Q1 & un insieme
limitato di R2, allora |E & eventualmente costante.
DEF.: Diremo che E & /imitata se Q; & un insieme limitato di R?.

(Quasi tutte le sequenze spettrali provenienti da situazioni
“naturali” sono limitate).
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Una sequenza spettrale E eventualmente costante converge ad una
collezione di A-moduli (E") ez se: per ogni n € Z, esiste una
filtrazione di A-sottomoduli di E":

O FPE"S FPHIEN 5

tale che:

> Npez FPE" = {0} e Upez FPE" = E";

» ER9 = FPEPYA|FPHLEPYAY (p,q) € Z2.
Solitamente, quello che succede & che per qualche motivo si
conosce qualche pagina di E (solitamente la prima o la seconda).

Quindi, se si sa che (E,p’q)(p’q) e I'r-esima pagina di una sequenza
spettrale convergente a (E") ¢z, si scrive:

P.q p+q
EP9 = EPT9,
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0SS: Sia E = (E}¥) sequenza spettrale tale che EP9 = EP*9.
» Se A & un campo e E degenera a pagina r, allora:

n~ p:q
E'= @ EPY.
p+q=n

» EP9=0VY p+gq=n=E"=0.

» Se esiste pg tale che Ef’9 =0V p# pg , allora E degenera a
pagina r e E™" = EP*"PO

» Se esiste qo tale che E/'9=0V g+ qger>2, alloraE
degenera a pagina r e E" = E/79%,
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Sia C*® un complesso di cocatene con differenziali (d”)pez. Ad ogni
filtrazione regolare di C*® si pud associare una sequenza spettrale
convergente alla coomologia di C*:

DEF.: Una filtrazione regolare di C*® consiste in una filtrazione di
A-sottomoduli di C" (per ogni n€Z)

..o FPC" 5 FP*iCn 5 .

tale che:
> Npez FPC™ = {0} e Upez FPC" = C";
» d"(FPC™) c FPC™*1L,
TEOREMA: Ad ogni filtrazione regolare di C* & associata una

sequenza spettrale convergente ad (E") ez dove E" = H"(C*).
Inoltre FPE" = HM(FPC*).

Dim.: Chi & interessato alla dimostrazione puo leggerla alle pagine
203-206 del libro di Gelfand and Manin Methods of homological algebra.
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Complessi doppi

Un complesso doppio di A-moduli C** consiste in:

» complessi di A-moduli C*7 per ogni q € Z, con differenziali (d;"?)nez;
> complessi di A-moduli CP* per ogni p € Z, con differenziali (d?")pez,
tali che tutti i seguenti quadrati commutino:

p+l,q
cpa+l P, cp+lg+l

df»QT Tdéﬂl,q

CPa e s CP+19
h

Il complesso totale di C** & il seguente complesso Tot(C)*:
» Tot(C)" = @pigen C™;
» d":Tot(C)" - Tot(C)™" manda x € CP"P in d”" Px + (-1)Pdl"Px.
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Co,o

03 4"
) cls 4"
| 5 2,3
; c23 d,
1, ] 3 d373
0?2 d%? " 2 T |
12 d;,z d%? c*3
B2 ]
| 2,2
d%1 c22 % V N
1, 3 d3)2 ’
. con dg,l dbt ) c32_* . v
\ Cl,l d;,l a>! C )2
3,1
| ) 2,1 v
dv'o C211 dh v N
1, N ; o |
o0 dB,o al:0 5 c! h 4 v
o d;,n a0 C 1
2 420 ds’o \
o |
C3,0 d}s],o cl,,,o
cho
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Tot(C)*

0,3 1,3 2,3 3,3
d’ d>’ d’ d
C0,3 h C1,3 h C2,3 h C3,3 h C4,3
0,2 1,2 2,2 3,2 4,2
d, ~d, d, d; d;
0,2 1,2 2,2 3,2
d’ d’ d’ d>
CO,Q h C1,2 h C2,2 h C3,2 h C4,2
d%1 all d21 —d31 atl
0,1 1,1 2,1 3,1
d,’ d’ d d;’
N CO,l h Cl,l h C2,1 h C3,1 h C4,1
7
~ ~ ~
defo ,d‘}»o C’E’O ,dgyo d‘l/l,ﬂ
0,0 1,0 2,0 3,0
d’ d>’ d’ d
C0,0 h CI,O h C2,0 h C3,0 h C4,0
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Dalla definizione abbiamo immediatamente due filtrazioni regolari
di Tot(C)*:
(i) "FPTot(C)* con 'FP Tot(C)" =@ C"™" per ogni ne Z;

i>p
(i) "F9 Tot(C)* con "F9Tot(C)" = @ C"¥Y per ogni n e Z.

Jjzq
Come visto, dunque queste filtrazioni danno luogo a due sequenze
spettrali, rispettivamente ('Ef*7) e ("EF*?), entrambe convergenti
alla coomologia di Tot(C)®.

Il nostro scopo ora & quello di descrivere le seconde pagine di tali
sequenze spettrali in termini di C**, ma prima diamo un’occhiata
alle filtrazioni descritte sopra...
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FOTot(C)*

0,3 1,3 2,3 3,3
d’ d>’ d’ d
C0,3 h C1,3 h C2,3 h C3,3 h C4,3
0,2 1,2 2,2 3,2 4,2
d, ~d, d, d; d;
0,2 1,2 2,2 3,2
d’ d’ d’ d>
CO,Q h C1,2 h C2,2 h C3,2 h C4,2
d%1 all d21 —d31 atl
0,1 1,1 2,1 3,1
d,’ d’ d d;’
N CO,l h Cl,l h C2,1 h C3,1 h C4,1
7
~ ~ ~
defo ,d‘}»o C’E’O ,dgyo d‘l/l,ﬂ
0,0 1,0 2,0 3,0
d’ d>’ d’ d
C0,0 h CI,O h C2,0 h C3,0 h C4,0
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'FLTot(C)*

dp? d2? da?
C0,3 C1,3 C2,3 C3,3 C4,3
1,2 2,2 3,2 4,2
-d, d, d, d,
1,2 2,2 3,2
d’ d’ d>
C0,2 C1,2 h C2,2 h C3,2 h C4,2
1,1 2,1 3,1 4,1
dv dv 7dv dv
1,1 2,1 3,1
d’ d d;’
5 CO,l Cl,l h C2,1 h C3,1 h C4,1
~ ~ ~
1,0 2,0 3,0 4,0
-d, d, —d, dy,
1,0 2,0 3,0
d>’ d’ d
C0,0 CI,O h C2,0 h C3,0 h C4,0
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'F2Tot(C)*

di2,13 dl:j'a
C0,3 C1,3 C2,3 C3,3 C4,3
2,2 3,2 4,2
d, d, d,
d2,2 d3,2
C0,2 C1,2 C2,2 h C3,2 h C4,2
2,1 3,1 4,1
dv 7dv dv
d2,1 d3,l
5 CO,l Cl,l N C2,1 h C3,1 h C4,1
2,0 3,0 4,0
dy —d, d,
d2,0 d3,0
C0,0 CI,O C2,0 h C3,0 h C4,0
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'F3
Tot(C)*

C0,3
C1,3
2
C0,2 C: |
C3< h
i 5 dh,3
4
2 C ,3
y CO1 C?? " |
N | |
Cl’l c 2 dh,z d,‘/‘,z
| | C4,2
o0 C\,l N
C3. ;
CLO 4 dhyl dd!
C2 N C4,1
,0 7d3y0 |
C3’0 e g*0
: v
C4,0
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"FO Tot(C)*

0,3 1,3 2,3 3,3
d’ d>’ d’ d
C0,3 h C1,3 h C2,3 h C3,3 h C4,3
0,2 1,2 2,2 3,2 4,2
d, ~d, d, d; d;
0,2 1,2 2,2 3,2
d’ d’ d’ d>
CO,Q h C1,2 h C2,2 h C3,2 h C4,2
d%1 all d21 —d31 atl
0,1 1,1 2,1 3,1
d,’ d’ d d;’
N CO,l h Cl,l h C2,1 h C3,1 h C4,1
7
~ ~ ~
defo ,d‘}»o C’E’O ,dgyo d‘l/l,ﬂ
0,0 1,0 2,0 3,0
d’ d>’ d’ d
C0,0 h CI,O h C2,0 h C3,0 h C4,0
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"F1Tot(C)*

0,3 1,3 2,3 3,3
C0,3 dh C1,3 dh C2,3 dh C3,3 dh C4,3
d0,2 7d1,2 d2’2 *d3'2 d4,2
v v v v v
0,2 1,2 2,2 3,2
o2 h cl2 h c22 h 32 d, ch2
0,1 1,1 2,1 3,1 4,1
d, d, d,; ~d, d,
0,1 1,1 2,1 3,1
d> d’ d> d’
h h h h
5 CO,l Cl,l N C2,1 C3,1 N C4,1
C0,0 CI,O CZ,O C3,0 C4,0
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"F2Tot(C)*

0,3 1,3 2,3 3,3
C0,3 dh C1,3 dh C2,3 dh C3,3 dh C4,3
402 _gl2 22 _g32 42
v v v v v
0,2 1,2 2,2 3,2
d’ d’ d’ d>
h h h h
CO,Q C1,2 C2,2 C3,2 C4,2
5 CO,l Cl,l N C2,1 C3,1 N C4,1
C0,0 CI,O CZ,O C3,0 C4,0
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In un complesso doppio C** possiamo vedere le mappe orizzontali
come morfismi di complessi:

dpfl,o p,e
RN ol U RN RN gl

e quelle verticali come morfismi di complessi:

,q-1 49
v

L]
N e AN o R AN S A

Dunque abbiamo mappe indotte sulle coomologie .....
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Co,o

o3 47
b
N
cL3 9’
d0,2 |
v
c23 47
C0,2 dg,z d$’2 N h
33 4>
Cl’z Iy df»z
01 |
v
C2,2 Py 432
cot a2 i | |
ct , c32 4"
‘ 1,1 dyl
dOO 1 dh |
v
c2l >t “
oo o0 dl0 h v
3l 4’
cLo dp° "
c20 a>° “
: v
C3,0 di’o

22/
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Coomologia verticale

0,3 1,3 2,3

d> d- d’
o HY(C®) — 5 HY(CM*) —— HJ(C™®) —— H}(C>*) —— -

0,2 1,2 2,2

d d.> d>
w—— H(C™*) —— HZ(CM*) —— HZ(C**) —— HZ(C**) —— -~

0,1 1,1 2,1

d> d d
e H(CO) s H(CH) " HU(CP) s H(CP) —— -

0,0 1,0 2,0

d> d- d’
e HY(C*®) —— H(CH*) —— HY(C™*) —— H)(C>*) —— -
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Coomologia orizzontale della coomologia verticale

HYH3(C*®)

HYHZ(C**)

HOHL(C*®)

HOHR(C**)

HEH3(C**)

HEHZ(C*®)

HEHL(C®®)

HEHI(C®®)

HZH3(C**)

HZHZ(C**)

HZHL(C*®)

HZHI(C*®)

HRH3(C*®)

HEHZ(C*®)

HEHL(C®*®)

HEHO(C**)

24 /35



Coomologia orizzontale

Hy (C™?)
al?
HE(C*)
abl
HA(C™)

1,0
d,’

Hi(C™%)

Hi(C?)
d2,2
HE(C*)
a2t
H(C™)
d2:0

Ha (C*%)
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Coomologia verticale della coomologia orizzontale

HIHY(C**)

HZHD(C**)

HLHR(C*®)

HOHR(C**)

1
H3HE(C*®)

H2ZH;(C*®)

HyHE(C®®)

HOHE(C®®)

2
H3HZ(C®**)

HZHZ(C**)

HLHZ(C*®)

HOHZ(C®®)

HIHZ(C*®)

HZHE(C*®)

HLHE(C®®)

HOH3(C**)
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TEOREMA: Col le notazioni, introdotte si ha:
'Ezp’q = H,’:H‘?(C"') e "Ezp’q = H“,’Hg(C'").

In particolare, H HI(C**) = HP*9(Tot(C)*) <= HEH(C**).
Dim.: Chi & interessato alla dimostrazione puo leggerla a pagina 209 di
Gelfand-Manin, Proposizione 10.

Siano M ed N due A-moduli, e P, > M - 0 e Q, = N — 0 rispettive
risoluzioni proiettive. Per essere coerenti con la notazione coomologica
finora adottata, poniamo P’ := P_; e Q' := Q_; per ogni i € Z. In questo
modo, ad esempio, la risoluzione proiettiva di M &:

o> P25 PSP M0,
Si consideri il complesso doppio T** tale che, per ogni (i,j) € Z?:
s TH =Py Q)
» T =P e, QeT*=PesQ"
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To7o

e PP QR ——— P20 QR ——— Pl Q® ——— PP, Q* —— 0
e PP 0a Q@ —— PPea @ —— P a0t —— PP, @ —— 0
P PP Ea QT —— PP —— P s Q@ —— PY8a QP ——— 0

e PP RAQT —— P24 Q@ —— P ea QT —— PPeu @ —— 0
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Coomologia verticale

0 0 0 0

P gaN P2gsN —— P Lo N PloaN 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
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Coomologia orizzontale della coomologia verticale

0 0 0
- (La(=®a N))(M) (La(=®a N)) (M) (L1 (- ®a N))(M) (Lo(-®a N))(M)
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
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To7o

e PP QR ——— P20 QR ——— Pl Q® ——— PP, Q* —— 0
e PP 0a Q@ —— PPea @ —— P a0t —— PP, @ —— 0
P PP Ea QT —— PP —— P s Q@ —— PY8a QP ——— 0

e PP RAQT —— P24 Q@ —— P ea QT —— PPeu @ —— 0
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Coomologia orizzontale

0 0 0 0
0 0 0 Mo, Q° 0
0 0 0 M, Q! 0
0 0 0 M®A\Q‘2 0
0 0 0 My Q3 0
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Coomologia verticale della coomologia orizzontale

0 0 0 0

0 0 0 (Lo(M®a-))(N) 0
0 0 0 (Li(M®4 -))(N) 0
0 0 0 (L(M®a =) (N) 0
0 0 0 (L3(M®4 -))(N) 0
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Essendo ogni modulo proiettivo piatto, per ogni (i,j) € Z? si ha:

PeaN sek=0

) . (coomologia verticale)
0 altrimenti

Hk(Ti’.):{
Mos@Q sek=0

) ) (coomologia orizzontale)
0 altrimenti

H*(T*)) = {
Quindi la coomologia orizzontale della coomologia verticale:

(Li(~®aN))(M) sej=0

'E”J HIH(T**) =
hH( ) {0 altrimenti

e la coomologia verticale della coomologia orizzontale sara:

(Li(M®s-))(N) sej=0

IIE ,j Hl HJ(T. Q) — ] .
0 altrimenti
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Allora 'Ej? = 'Ecd, e "E;? = "EgJ. Ma poiché le due sequenze
spettrali convergono alla stessa cosa, cioe a H'*/(Tot(T)*®),
devono essere uguali:

(Li(=®a N))(M) = (Li(M®a-))(N) 2 H(Tot(T)*) = Torf'(M, N).

ESERCIZIO: 1. Dimostrare che Tor!(M, N) = Tor? (N, M).

2. Usare lo stesso metodo per dimostrare che

(R'(Homa(M, -)))(N) 2 (R'(Homa(~, N)))(M) =: Extj (M, N).
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